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De superficiebus in planum explicabilibus primorum 

Septem ordinum. 

(Auetore JJ. Schwan,} 



^oLequatio plani superficiem in planum explicabilem generantis ab nno 
parametro pendet; quamobreoi 

ubi x: y liifo sunt coordinatae, generalis forma iliius est. 

Superficies explicabiles^ qnae primae contemplanti sese offerunt, eae sunt, 
in quibus haec aequatio rationaliter a parametro pendet, sive Tormam habet 

ubi a^ b, ... q sunt functiones integrae lineares coordinatarum , n numerus 
integer. 

Si numero n tribuuntur valores n = 3, 4, 5, bis superficiebus et earum 
reciprocis omnes superficies expficabiles algebraicae continentur, quae ad boc 
tempus accuratius sunt disquisitae, exceplis duabus superficiebus explicabilibus 
octavi ordinis, quarum altera duabus superficiebus secundi ordinis inscripta est, 
id est, tangentibus curvae intersectionis generatur, altera duabus superficiebus 
secundi ordinis circumscripta edt, id est, planis tangentibus involvitur, quae 
Ulis sunt communia*). 

Quum in aequationem plani generantis parameter t rationaliter ingre- 
diatur, bis superficiebus proprium est, quod uno solo piano meto generari 
pos3unt. 

Quanu)brem vir Gel. Cayley tales superficies planarea appellavit. 



*) Ä. Cayley, Note sur les Hyperd^terminants. Hujus Diaril vol. 34, pag.lö. 1847. 

— On the developable Barfaces which arise from two surniceB of the 

second order, The Cambridge and Dublin Math. Journal. New 
Series, vol. V, pag. 46 — 58. 1850. 

— On the developable derived from an eqnation of the fifÜi order. 

Ibidem pag. 152 -— 159. 

— On certain developable surfaces. The Quarterly Joum. of Math. 

1863, pag. 108 — 126. 
O» Salmon, Analytic Geometry of tbree dimensionS; pag. 253 — 256. 1862. 

Jonnial fllr MathemaÜk Bd. LXIY. Hoft 1. 1 



2 Schwärs, de super ficiebus in planum expUcabilibut, 

„I propose, iaquit *) , to term the family of deyeIopal)l6S treated of iii 
thi3 paper ^planar deyelopables\ In generale the coefficients of tbe generating 
plane of a developable being algebraical funetions of a variable paraineter t^ 
Ihe equation rationalized whh respect to the parameter belongs to a system 
of n diiferent planes ; tbe developable which is the envelope of such a System 
may be termed a '^multiplanar developable' and in the particular case of .n 
being equal to unity, we have a planar developable. tt would be very de- 
sirable to häve some means of ascertaining from the equation of a developable 
what the degree of its planarity' is.^ 

Huic quaestioni nunc ita respondendum est. 

Omnes curvae planae, quae .in eadem superfieie rectilinea irreductibili 
siniplices sitae sunt«, praeter generatrices ipsas, ad eandem classem algebraicam 
pertinent **), nam si duas contemplamur, unicuique puncto alterius per rectas 
superficiei unum punctum alterius algebraice respondet; itaque qoordinatae 
alterius rationaliter per coordinatas alterius exprimi possunt. — 

Si curva algebraica r^ ordinis -^ p~ — p punctis duplicibus prae- 

dita est, coordinatae ejus rationaliter exprimi posi^nt: 

si (> = 0, sive si curva maximo numero punctorum duplicium praedita est, 

per unam variabilem, 

si (> = 1, per unam variabilem et radicem quadratam ex funotione integra 

tertii vel quarti ordinis hujus variabilis, 

si (> =r 2, per unam variabilem et radicem quadratam ex functione integra 

quinti vel sexti ordinis, 

si q'^2^ coordinatae rationaliter exprimi possunt per unam variabilem 

I et algebraicam functionem ejus ij^ quae junguntur aequatione /j^ ordinis 

secundnm ulramque variabilem, ubi ^ = 2^ — 3 aut =2.a — 2- 
In casu generali coordinatae non possunt rationaliter exprimi per unam 
variabilem § et functionem algebraicam ejus ij, radicem aequationis algebraicae 
iP(J^7y) = 0, quae secundum variabilem rj inferioris ordinis esr quam fi^\ 

In eadem classe algebraica, qua una sectio plana simplex, tota super- 
ficies rectilinea pönenda est. 

Si igitur in superfieie rectilinea aut nna recta simplex sita est, quae non 
est una generatricium , sive talis, per quam omnes generatrices superficiei 



*) Oamb. and Dubl. Math. Journ. N. S. vol. V. pag. 158. 
**) Riemann, Theorie der Abebchen Functionen. Hujus Diarii yöI. 54; pag. 133. 



Schwarz, de superficiebus in planum explicahilibus, 3 

transeiint, — id quod in superficiebns explicabilibus. fieri non potest — , aut 
una Sectio conica simplex, aut una cunra tertii ordiqis puncto duplici prae- 
dita, autalia curva simplex cum maximo numero punctorum duplicium^ ^luperficies 
haec rectilinea in ea classe ponenda erit, quae pertinet ad valorem f ^0, 

Idem de superficiebus in planum explicabilibus dicelidum; aequatio plani 
generantis rationaliter exprimi potest per easdem varidbiles f et 97. 

Si igitur m efit ordo curvae recesaus, x ordo cnrvae duplicia super- 
ficiei explicabilis r^* ordinis, erit 

(r~1)(r^2) 

Si hie numerus p. aequalis est cifrae, superficies explicabilis est planaris, si 
=: 1 yel ±=2, biplanäris; si ^ est >>2, in casu generali ordo planaritatis 
superficiei explicabilis est i((>+3) aut i(p + 2). 

Jam disquisitionibus^ quae sequunlur, demonstrabimus, omnes super* 
ficies explicabiles proprias primorum septem ordinum esse planares. 

Superficies explicabiles primorum trium ordinum sunt impröpriae, id 
est^, aut coni vel cylindri, aut systemata bis reciproca, systemäta omnium 
rectarum curvam plapam langenlium, quae quodammodo pro superficiebus ex- 
plicabilibus baberi possunt Superficies explicabiles proprias tertii ordinis non 
existere, ita demon^trari potest. Quaevis superficies explicajiulis'propria curvam 
cuspidalem habet; superficies tertii ordinis irreductibilis praeter rectam curvam 
duplfcem habere nequit, recta autem corva cuspidalis superficiei explicabilis 
esse non potest; q. d. e. 

Superficies explioabilejs quarti ordinis. 

Superficies explicabiles quarti ordinis earumque proprietates penitus a 
geömetris Sunt exploratae. 

Omnes ßuperAoies explicabiles quarti ordinis inter se sunt collineares 
et reciprocae; aequatio plani generantis formae est 

afi + 3be+3ct+d = 0, 
aequatio superficiei ipsius 

(arf-6c)*~4(6*-ac)(c*-Ärf) = 0. 

Ourva recessus tertii ordinis est, et tangentibus curvarum tertii ordinis duplicis 
curvaturae superficies explicabiles ^^arti ordinis generantur. 

1* 



4 Schwarz, de mperßciebus in planum explicabilibus. 

Qaodvis planum tangens duas generatrices infinite propinquas et sectionem 
conicam exsecat; si duo plana tangentia contemplamur, altenim planum tangit 
sectionem conicam altero piano exsectam; duae sectiones conicae communem 
habent reclam tangentem. Hac ratione constructio synthetica superficiei ex- 
plicabilis quarti ordinis data est: 

Omnibus planis, quae tangunt duas sectiones conicas in planis diversis 
sitas, quibus una recta tangens est communis, circumscribitur superficies expli- 
cabiiis quarti ordinis. 

Generalius : 

Si duabus superficiebus secnndi ordinis una recta est communis, super- 
ficies explicabilis et inscripta et circumscripta quarti ordinis est. 

Quaevis superficies explicabilis quarli ordinis sibi ipsa est reciproca 
et reciproce sita secundum infinitam multitudinem superficierum secundi or- 
dinis ex. gr. 

Superficies explicabiles quinti ordinis. 

Superficies explicabiles quinti ordinis earumque proprietates a viris III. 
Cayley, Chasles, Cremona tam copiose jam examinatae sunt*),'Ut fere nihil 
ab bis nobis reliclum sit. 

Quum tamen melhodus, qua rem aggressi sumus, tam sit simplex et elemen«'- 
taris, ut omnes proprietates generales ex ea quasi ex ipso fönte deduci possint, 
has superficies, primas superficies explicabiles proprias imparis ordinis, paullo 
accuratius examinemus, quam ad (heorema nostrum demonstrandum opus est. 

Quodvis planum tangens superficiem explicabilem quinti ordinis duas 
generatrices infinite propinquas et curvam tertii ordinis exsecat. 

Haec curva irreductibilis est et generatricibus in puncto non singulari 
tangitur, in alio puncto secatur, si planum tangens curvam recessus osculatur 
in puncto non singulari. 

*) A. Cayley, On the developable sorfaces which arise from two surfaceB of tbe 

second order. L. c. 
— ,;Specta/ Qumtic Developable." Quart. Joum. 1863. pag. 114— 121. 
Conf. Salmon, Anal. Geom. of three dim. pag. 254. 

Chasles, Propri^t^s des courbea k double courbure du quatrifeme ordre provenant de 

rintersectioD de deux aurfacetf da second ordre. Comptes rendus de FAca- 

d^mie des Sciences, vol. 54. 1862. I. pag.317 — 324. 418 — 429. 

— Propri^t^s des surfaces d^veloppables circonscrites ik deux surfaces du second 

ordre. Ibidem pag. 7 1 5 — 72^. 

L. Cremona, Sur les surfaces d^veloppables du cinqui^me ordre. Ibidem pag. 604 — 608. 
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Curva recessus superficieram explicabilium quinti ordinis majoris ordinis 
est quam tertii, nam tangentibus curvaram terüi ordinis superficies explicabiles 
quarti ordinis generari vidimo». 

Quo loco planum aliquod curva recessus sive cuspidali superficiei ex- 
plicabilis perforatur, Sectio plana cuspide praedita est. 

In puncto osculationis plani tangentis tria puncta curvae recessus con- 
sumuntur; itaque curva plana, tertii ordinis, in hoc piano tangente sita, una 
cuspide praedita est; plures habere non potest. 

Jam ex hac re concludere possumus, omnes superficies explicabiles 
proprias quinti ordinis esse planares. 

Omnes curvae lerlii ordinis cuspide praeditae hac forma continentur 

a'd-b^ = 0; 
aequatio reclae tangentis est af+ 3b f +d=0^ punctum a = 0, 6 = est cuspis, 
a = recta tangens cuspidem, punctum 6 = 0, d=^0 est punctum inflexionis, 
recta d = recta tangens inflexionalis. 

Planum tangens superficiem explicabilem, quod ducitur per rectam tf = 0, 
est planum tangens inflexionale sive stationarium; praeter tres generatrices 
infinite propinquas sectionem conicam exsecat, quae tangitur priore piano super- 
ficiem tangente, itaque etiam recta tf = 0, quae est intersectio duorum planorum. 

A quovis puncto rectae tf = et ad sectionem conicam et ad curvam 
terlii ordinis. una recta tangens proficiscitur; aequatio plani per has rectas 
dttcti, sive plani superficiem explicabilem generantis, omnibus reductionibus 
factis hujus formae est: 

U=^all'+4b^+6cf+e=^0. 
Yimm Gel. Cayley, qui primus hanc formam tractavit, fugit, hanc generalem 
esse aequationem plani tangentis superficierum explicabilium quinti ordinis. 

Quum quatuor tantnm plana a, b, c, e in hac aequatione inveniantur, 
concludimus: 

Onmes superficies explicabiles quinti ardmis propriae inter se sunt 
colUneares et redprocae. 

Omnes sunt praeditae uno piano statianario (e = 0) et uno puncto sta^ 
tionario (a = 0, 6 = 0, c=0) curvae recessus. 

Si ponitur f = Ai et f £=->/^, prodeunt aeqnationes planomm 

a/J+46^+6c^,+ 6 = 0, 

a<;-46/f,+ 6c^,+ e = 0; 

haec plana se secant in recta 6 = 0, ^^+6c/^+6 = 0; omnes hae rectae in 



6 Schwan, de superficiebus in planum expücabilibus. 

piano 6 = sitae, sectionem conicam & == 0, Ocr'— a6 = circumscribunt, quae 
est curva duplex supcrficiei. 

Puncto a = 0; c = 0, 6 = pro centro, piano 6 = pro piano ool^ 
lineaHoms stsmpto y altera pars systematis cum altera erit coltinearis atque 
cöUineariter sHa; valori /=<o respondet t=— <o. 

CoUineationis species ea est, quae vocatur harmonica. 

Per generatricem aliquäm snpel^ciei) transeunt plana 

^-^= ae+m^^c =0, 

--a«* +6c/*+36 = 0. 

Piano ä/*+36f+3c = circumscribitur conus 36*— 4aci=0; hie conus 
continet lincram recessus. 

Planum — af*+6c(*+36 = duas continet. generatrices, quia idem 

evadit et pro valore f = ^ et pro valore # = — <o; praeterea ex superficie 

curvam teriii ordinis cum puncto duplici exsecat, curvam recessus bis tangit; 

circumscribit autem conum . 

ae+3c* = 0, 

qui item per curvam recessus transit 

Allerius coni centrum a = 0, 6 = 0, c = positum est in superficie 
alterius, ita tarnen, ut commune habeant planum taiigens a=0; contactus igitur 
lis est slationarius. 

Aequatio superficiei ipsius has accipit formas: 

(1.) 0*6* - 1 8aV6 +54a6'c6+ 81 ac*- 276*6 -546 V = 0, 

punctum a = 0, 6 = 0, c = est punctum triplex superficiei : 

(2.) (a'6-18aV+54a6^c-276')e+27c'(3ac-26*) = 0, 

plionö stationario e = generatrix inflexionalis e = 0^ c = triplex, sectio 
conica e = 0, 3oc— 26^=0 Simplex exsecatur; 

(3.) a{ae-^c^f+%n\2ace-b''e-2(^) = 0, 

6 = 0, ö6 — 9c^ = est Sectio conica duplex superficiei; 

(4.) a(a6 + 3cT-6c(öe+3c')(36'-4ac)-3e(35'-4flc)^ = 0. 

Omnes superficies secundi ordinis per lineam recessus transeuntes, sive 
circumscriptae superficiei explicabili, hac forma continentur: 

(a6 +3c^) 4- T (36^ -4oc) = 0, 



Schwär», de superficiebui in planum expUcabiUbus. 7 

biriae contactuni babent stationarium ; quaevis praeterea per duas generatrices 
superficiei explicabilis in piano 

sita^ transit, id quod ex quarta forma aequationis superficiei intelligitur. 
Pro coordinatis punctorum curvae recessus habemus aequationos 

' dt ' dt* ' 
vel aequivalontes 

a<*+3e =0, 6<*-2e = 0; c<'+e = 0; 
sive 

a:b:c:e = 3 : — 2<:<*: — <*. 

Superficie secundi ordinis 

iÄ*a»-2&'6*-|-6AV-c' = 0, 

abi k est constaos arbiiraria, pro directrice adkibita, piano 

respondet punctum 

: c: e = 3 : — : -p- : —-t^- , 

superficies expUcabiUs quinti ordinis sibi ipsa est redproca et reciproce sita; 
valori t = t^ respondet / = — • 

Pro valoribus t = ±^k generatrices sibi ipsae respondent; itaqne quae- 
vis hujusmodi superficies secundi ordinis per duas generatrices transit. 

Hoc theoremate omnes superficierum explicabilium quinti ordinis pro- 
prietates dualitatis lege conjunguntur. 

Ouique superficiei secundi ordinis per lineam recessus duclae respondet 
altera superficies ejusdem ordinis, quae tangitur omnibus planis superficiem 
tangeqitibus, sive quae superficiei explicabili inscripta est. 

Omnes hae superficies contactum habent stationarium; punctum con* 
lactus situm est in puncto osculaUonis plani inflexionalis (6=0, c^O, 6 = 0), 
quo piano quatuor puncta urvae infinite propinqua continentur. Duobus Ulis 
conis secundi ordinis 36^— 4ac = 0, ae + 3(^ = per lineam recessus trans- 
euntibus respondent duae sectiones conicae 6=0, 3ac— 26^=0; 6=0, oe— 9c*=0, 
quas supra invenimus; punctum e = 0, c»0, 6 = iis commune est, ita 
quidem, ut planum e = alterius transeat per rectam tangentem 6=0, e:=0 
alterius. 



8 Schu>arn, de superßciebus in planum expUcabilibus. 

Si duabus superficiebus secundi ordinis contactus est stationarius^ inter 
omues superficies ejusdem ordinis, quae per intersectionem eamm duci possunt, 
duo coni, et inter omnes superficies secundi ordinis, quae cum illis duabus 
eidem superficiei explicabili inscriptae sunt, duae sectiones corneae reperiuntur. 
Aequationes et conorum et sectionum conicarum semper reduci possunt*) ad 
formas illas, quas supra computavimus. 

Itaque habemus tbeorema: 

Si duabus superficiebus secundi ordinis contactus est stalionariusy super- 
ficies explicabilis et inscripta et circumscripta est superficies expUcabilis ge- 
neralis quinti ordinis. 

Secundum tbeorema, quod jam a viro Cel. Poncelet propositum est**), 
superficiem explicabilem, reciprocam curvae alicui, ejusdem esse ordinis atque 
superficiem explicabilem tangentibus illius curvae generatam, — sive super- 
ficies duas explicabiles, quarum altera alteri est reciproca, ejusdem esse or- 
dinis — ; secundum boc tbeorema, qualibet superficie secundi ordinis pro 
directrice adbibita, curvae recessus superficiei explicabilis quinti ordinis re- 
spondet superficies explicabilis quinti ordinis; superficiei explicabili quinti or- 
dinis respondet curva quarli ordinis cuspide praedita. 

Si unam earum superficiem m secundi ordinis pro directrice sumimus, 
quae per ipsam curvam recessus transit, superficies explicabilis reciproca buic 
curvae ea est, quae superficiei secundi ordinis secundum hanc curvam recessus 
circumscribitur. 

Itaque per curvam recessus superficiei explicabilis quinti ordinis caterva 
superficierum explicabilium quinti ordinis transit, quibus unum idemque est 
planum inflexionale a = 0, (planum tangens cuspidem curvae recessus super- 
ficiei principalis), et quarum curvae recessus cuspides sitas babent in genera- 
trice inflexionali ß = 0, c = superficiei principalis. 

Inter easdem superficies inveniuntur quoque duo illi coni secundi or- 
dinis. Si superficiem secundi ordinis superficiei explicabili quinti ordinis 
inscriptam pro directrice sumimus, superficiei explicabili respondet ea curva, 
secundum quam superficies inscripta superficiem explicabilem tangit. 



*) Ä. Cayley, On tbe developable surfaces which arise from iwo Borfaces of the 
second order. L. c. 

**) Poncelet, Memoire sur la Theorie g^n^rale des polaires r^ciproqueB. Hujus 
Diarii vol. 4, pag. 24. 
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Quaevis superficies socandi ordinis inscripta tangit superficiem secundum 
corvam quarti ordinis cuspide praeditam; omnes hae cuspides sitae sunt in 
puncto osculationis plani inflexionalis (e = 0^ c = 0, 6 = 0) ; illa autem pnncta^ 
quae huic puncto curvae recessus coUineariter respondent, sita sunt in genera- 
trice curvam recess'is in ipsius cuspide tangente (a = 0,6 = 0). 

Praeterea quaevis superficies inscripta, sicut quaevis circumscripla per 
duas generatriv. s superficiei transit. 

Inter catervam barum curvarum quarti ordinis, quae redproca est 
catervae superficierum explicabilium circumscriptarum, reperiuntur quoque dose 
illae sectiones conicae. 

Restat, ut computemus aequationem catervae superficierum secundi 
ordinis inscriptarnm. 

Planum tangens aliquod superficiem 

(ae+3c')+T(36'-4ac) = 
est: 

(6-4cT)fl'+66T6'+(6c-4aT)c'+a6' = 0; 

huic piano respondet, superficie secundi ordinis 

Ja' -26* +6c* -e* = 

pro directrice adliibita, punctum 

a" : b" : c" : e" 

= 3(e— 4ct) :— 36r: (c— Iöt) : — a. 

EUminatis coordinatis a:b: c:d superficiei 

(a^+3c')+T(36'-4ac) = 0, 

prodit aequatio superficiei reciprocae, superficiei explicabill inscriptae, 

6'-(ae-9c')T-12ceT*+4eV = 0. 

Hnjus functionis discriminans praeter aequationem superficiei nostrae explicabilis 
factorem alienum e^ continet. 

Superficies explicabiles sexti ordinis. 

Superficies explicabiles sexti et septimi ordinis pro se ipsis adhuc minus 
disquisitae sunt, quamquam singulae species earum jam dudum notae fuerunt*). 

*) A, Cavley, G. Salmon^ Chasles, II. cc. Gf. Salmon, On the Classification of 
curves of double curvature. Camb. and Dubl. Math. Journ. N. S. vol. V., p. 23— 46. 

Journal fOr Mathematik Bd. LXIV. Hoft 1. 2 
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Vir Gel. Chasles omnes species superficienim explicabiliiun sexti ordinis 
invenit *). 

Planum taAgens ex superficie explicabili sexti ordinis duas genera- 
trices infinite propinqnas et corvam qnarli ordinis exsecat, quae curya plus 
tres cuspides habere nequit. Quamobrem curva recessus superficiei explicabilis 
sexti ordinis^ qnuni in puncto osculationis plani tangentis tria puncta consumantur, 
majoris ordinis esse non potest quam sexti, neque rainoris quam quarti. 

Itaque curva quarti ordinis in piano tangente sita una cuspide prae- 
dita est. 

Nunc contemplemur superficiem explicabilem, quae est reciproca cnrvae 
recessus prioris superficiei explicabilis et quae eadem est sexti ordinis. 

Si in quovis piano m puncta curvae recessus alterius superficiei ex- 
plicabilis Sita sunt, a quovis puncto m plana alteram superficiem explicabilem 
tangentia proficiscuntur. Hinc concludimus, superficies explicabiles sexti ordinis 
non posse majoris classis esse quam sextae, neque minoris quam quartae. 

Classis superficiei explicabilis eadem est, atque classis sectionis alicujus 
planae non siugularis. Curvae autem quarti ordinis, de quibus locuti sumus, 
quoniam in uno piano tangente jam sunt sitae, majoris classis esse non possunt 
quam quintae. Curva plana quarti ordinis, una cuspide praedita, non aliter 
potest fieri quintae aut minoris classis, nisi si praeter bane cuspidem duobus 
punctis duplicibus praedita est. 

Quam ob causam coordinatae talis curvae rationaliter per unam va- 
riabilem exprimi possunt. (Vide pag. 2.) 

Omnes igitur superficies explicabiles sexH ordinis propriae sunt phnares. 

Continetnr autem aequatio plani generantis in bis formis: 

a<*+46<'+ 6c/'+ 4rf<+e = 0, 

Sit l/ = aequatio plani superficiem explicabilem generantis, ab uno 
parametro t rationaliter peddens; ponimus, nullum valorem parametrt buic 
aeqnationi identice salisfacere. 



*) Chashs, Digression relative aux Burfaces d^veloppables du sixibme ordre. 
Comptes rendns vol. 54. 186^v I. pag. 718. 
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du 

Aequationibus U=0 et -^ = pro quovis valore parametri in casu 

generali recta determinatur, nna generatricinm. 

Attamen fieri potest^ ut bis aequationibus pro nno äut pro pluribus 
singnlis valoribus parametri idem planum repraesentetur. His valoribns ii ad- 

ßu 

numeraadi sunt, qui aeqnationi -^r- = identice satisfacinnt, si tales exsistnnt. 

Locum autem omninm punctornm, quoram coordinatae pro eodem valore 
parametri his daabus aequationibus satisfaciunt, invenimus, si eam functionem 
coef&cientium, quae vocatur discriminans functioni' U, cifrae aequalem ponimus. 

Superficies sie determinata ex superficie explicabili irreductibili , in- 
voluta piano 17 = 0, et ex singnlis planis constal. 

Aequatio superfidei explicabilis plus semel factor discriminantis esse 
potest, in quo casu U rationaliter pendet a functione rationali non lineari 
parametri. 

Alia autem ratione fieri non potest, ut sit superficies explicabilis mi- 
noris ordinis quam ipse discriminans. Superficies explicabilis involuta piano 

{ae-4bd+3cy-27(ace+2bcd-ad'-eb^-e'f = 

revera sexti ordinis est. Superficies explicabilis involuta piano 

U = a<*+56**H [-f = 

in casu generali est octavi ordinis; ut ad sextum ordinem reducatur, necesse 
est, pro duobus, aut diversis, aut infinite propinquis valoribns variabilis t, 

aequationes U=^0 e\ -^ = idem planum repraesentare. 

In priore casu aequatio plani generantis adhibita substitutione lineari 

f = T^y- in hanc transit 

at^+bxai/'+iOce+iOde+blß+f = 0, 

in posteriore in hanc formam transformari potest 

a«*+56f*+10c/* + 10;f/lH/^ = 0. 

Etiam superficies hisce reciprocae quintae classis sunt. 

Superficies generalis explicabilis sexti ordinis et sextae classis est 
superficies reciproca ejus, quae generatur piano 

at*+Abe+6ce+4dt+e = 0, 

ubi inier aequationes planorum a, h, c, d, e aequatio identica intercedit 

aa+ßb + }:c+dd+€e = 0. 

2* 
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Namque si superficies est sextae classis, curva illa quarti ordinis piano tan- 
gente exsecta quintae classis et una cuspide et duabus punctis duplicibus prae- 
dita est; corva igitur recessus quarti ordinis est, itaque superficies reciproca 
quartae classis. — De curvis duplicis curvaturae, quamm tangentibus singnlae 
species superfieiemm explicabilium sexti ordinis generantur, infra agemus. 

Saperficies explicabiles septimi ordinis. 

Ad disquirendas superficies explicabiles septimi ordinis utile est theo- 
rema, quod ad omnes spectat superficies explicabiles imparis ordinis. 

Conus ex puncto aliquo spatii curvae recessus superficiei explicabilis 
r*' ordinis circumscriptus r*"^ classis est. Si igitur r est numerus impar, hie 
Conus semper impari multitudine laterum cuspidalium praeditus est, id quod 
fieri nequit, nisi in ipsa curva recessus impar multitudo cuspidum sita est. 

Curva aliqua plana in superficie explicabili r*' ordinis sita r'' ordinis 
est; si r est numerus impar, imparem multitudinem tangentium inflexionalium 
habet. Itaque demonstravimus : 

In quavis superficie explicabili imparis ordinis impar multitudo et cuspi- 
dum in curea recessus sitarum et planorum tangentium inflexionalium incenitur, 

Unum planum tangens inflexionale ex superficie explicabili septimi or- 
dinis exsecat tres generatrices infinite propinquas et curvam quarti ordinis. 
Si fiat, ut haec curva quarti ordinis ex sectione conica duplici constet, hanc 
conditionem nunc excludentes postremo loco tractabimus. 

Curva quarti ordinis, neque si irreductibilis est, neque si ex curva in- 
ferioris ordinis et singulis generatricibus constat, plus tres cuspides habere 
potest; quamobrem curva recessus majoris ordinis esse non potest quam septimi, 
quia in puncto osculationis plani inflexionalis quatuor puncta consumuntur. 

Curva recessus majoris ordinis est, quam quarti, nam una tantum 
species curvarum duplicis curvaturae quarti ordinis cuspide praeditarum exstat, 
quarum tangentibus superficies explicabiles quinti ordinis generari vidimus. 

Curva recessus neque minoris ordinis est quam quinti, neque majoris 
quam septimi. 

Itaque superficies explicabiles septimi ordinis . minoris classis esse non 
possunt quam quintae, neque majoris quam septimae. 

Curva quarti ordinis in piano inflexionali sita majoris classis esse non 
potest, quam quintae, quia hoc planum inflexionale pro duobus planis tan- 
gentibus babendum est. Si igitur haec curva quarti ordinis irreductibilis est. 
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necesfiie est, duo puncta duplicia accedere. Si cuspis illa secuDdae speciel 
est, necesse est, unum punctum duplex accedere. 

Sin autem curva quarti ordinis constat ex curva tertii ordinis el una 
recta generatrice, baec curva tertii ordinis puncto duplici est praedita, nam 
omnes curvae tertii ordinis non praeditae puncto duplici sextae sunt classis. 

Si curva quarti ordinis ex duabus constat generatricibus et sectione 
conica^ hujus coordinatae rationaliter per unum parametrum exprimi possuut. 

Unus restat casus ^ quem supra oxciusinros: curva quarti ordinis ex 
sectione conica duplici constare potest Hujus disquisilio cum dif&cullate aliqua 
videtur conjuncta esse. Propterea in medio relinquentes, num tales superficies 
explicabiles septimi ordinis exsistere possint, demonstrabimus : si talis superficies 
exsistit, aliud planum inflexionale in ea situm est, cujus Sectio non constat ex 
sectione conica duplici, quare haec superficies in iis superficiebus conlinetur, 
quas jam disquisivimus. 

Planum inflexionale in puncto osculationis quatuor puncta cum curva 
recessus coramunia habet; sin plura haberet, plus tres generatrices in 
boc piano sitae essent. Praeter haec puncta cum illa commune habet unum, 
quia curva recessus inferioris ordinis esse non potest quam quinti. In hoc 
puncto recta tangens curvae recessus non sita est in piano inflexionali: si 
esset, nova generatrix in boc piano sita esset. Sectio plana superficiei ex- 
plicabilis cuspide praedüa est, quo puncto planum ejus curva recessus per<^ 
foratur. Haec autem Sectio conica duplex nullam praebet cuspidem primae 
speciei. Proinde necesse est, planum osculans curvam recessus in eo puncto, 
in quo curva planum nostrum inflexionale perforat, quatuor puncta infinite pro- 
pinqua continere. Itaque aut hoc planum est aliud planum inflexionale, aut 
punctum est cuspis. Cuspis autem esse non potest, quia cuspis curvae re- 
cessus est punctum triplex superficiei explicabilis, ut in superficiebus explica- 
bilibus quinli ordinis punctum a = 0, 6 = 0, c = 0, pag. 6. 

Restat, ut planum sit aliud planum inflexionale. Exemplo sunt super- 
ficies explicabiles quinti ordinis; planum 6 = exsecat sectionem conicam 
duplicem; curva recessus hoc planum in puncto 6 = 0, r = 0, 6 = perforat; 
6 = est planum inflexionale. 

Aliud exemplum praebet superficies explicabilis octavi ordinis in- 

voluta piano 

af+6xat^+ibc^+203Lae+ibef'^g = 0. 

Planum tangens inflexionale a = exsecat sectionem conicam duplicem 
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4^0—156^ = 0; planum a = in pancto a = 0, ^ = 0, e = cnrva recesans 
perforatnr: planum ^ = est planum inflexionale. 

In cadu, quem tractamus, novum planum inflexionale tres generatricea 
infinite propinquas et curvam quarti ordinis exsecat; haec autem non potest 
constare ex seclione conica duplici. 

Nam si res ita se haberet, in superficie explicabili septimi ordinis duae 
seetiones corneae sitae essent, quibus unum punctum est commune; omnibus 
autem planis, quae tangunt duas seetiones conicas, quibus unum punctum est 
commune, in planis diversis sitas, circumscribitur superficies explicabilis sexti 
ordinis et sextae classis *). 

Itaque tales superficies, si invenirentur, jam in iis essent contentae, quas 
supra disquisivimus. 

Semper igitur in superficie explicabili septimi ordinis curva simplex 
invenitur, cujus coordinatae rationaliter per unam variabilem exprimi possunt. 
Consequimur igitur theorema: 

Omnes superficies explicabiles septimi ordinis propriae sunt planares 
et aut quintae aut sextae aut septimae classis. 

Itaque demonstravimus, quod nobis proposueramus : 

Omnes superficies explicabiles propriae primorum septem ordmmn sunt 

planares. 

Proprietates autem superficierum explicabilium primorum septem or- 
dinum, quae in singularitatibus earum positae sunt, hac tabula complectimur : 



m 


r 


H 


9 


h 


a 


ß 


X 


y 


r 


t 


k 


R 


3 


4 


3 


1 


; * 


























4 


5 


4 


2 


2 


1 


1 


2 


2 











2 


4 


1 


6 


6 


3 


4 





6 


4 


4 





6 


6 


5 


6 


5 


4 


4 


2 


2 


5 


5 


2 





4 


6 


6 


' 


' 4 


3 


6 





4 


4 


6 








3 


6 


5 


1 


7 


10 


5 


5 


1 


10 


8 


7 


2 


22 


13 


6 


7 


6 


7 


7 


3 


3 

1 


9 


9 


6 


1 


18 


12 


7 




5 


5 


10 


1 


5 1 

1 


8 


10 


5 





15 


11 



*) Cayley, Salmon, Chasles, iL cc. 
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In hac tabula significator 
litera 

m ordo curvae recessus, 
r ordo superficiei explicabilis, 
n classis superficiei, 

g multitudo tangentiom duplicium sectionis planae, 

h maltitudo pnnclorum dupliciam apparentiuni curvae recessus, 

a multitudo planorum tangentiuoi inflexionalium, 
ß multitudo cnspidum curvae recessus, 

X orda Ourvae duplicis superficiei, 

y miritiltido tangentium duplicium apparentium curvae recessus aive clasaia 

ejus superficiei explicabilis, quae generatur planis curvam recessus bis 

tangentibus, 

y multitudo eorum punctorum curvae recessus, per quae alia generatrix 

superficiei transit curvam in hoc puncto non tangens, 
t multitudo punctorum, per quae tres generatrices superficiei transeunt, 
k multitudo punctorum duplicium apparentium curvae duplicis x^' ordinis, 
R ordo superficiei explicabilis tangentibus curvae duplicis x^' ordinis generata. 

Singuli numeri, quorum maxima pars jam a viris Dl. Cayley, Salmon 
et Chasles reperta est, computati sunt secundum aequationes, quas viri lU. 
Cayley et Salmon inter singularitates simplices curvarum duplicis curvatnrae 
superficierumque explicabilium intercedere docuerunt*). 

Relinquitur, ut nonnullas proprietates superficierum explicabilium sexti 
ordinis exponamus. 

Cureae recessus semper sitae sunt in wm superfide secundi ordinis. 
Si curva quarti ordinis est, est intersectio partialis superficiei secundi ordinis 
et superficiei tertii ordinis, quarum posterior per duas rectas generatrices ejus- 
dem catervae prioris transit. Haec curva generatA*icibus alterius catervae ier. 
alterius catervae semel secatur. — Si curva quinti ordinis est, duas habet 
cuspides. Per eas et Septem alia puncta curvae superficiem secundi ordinis 



*) A. Cayley, Sur les courbcB k double courbure et les Burfaces d^veloppables. 
Journ. des Math, de M. Lioufrilley vol. X., pag. 245. 1845. Camb. and Dubl. Math* 
Joum. N. S. vol. V.^ pag. 18. 6. Salmon, Anal. Oeom. of tbree dim.^ pag. 2S4 — 256; 
422-424. 
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ducamuS) tota curva in hac superficie sila est, quia 2.2 + 7 = 11 puncta cum 
ea habet communia. Praeter hanc superficiem secundi ordinis caterva super- 
ficierom tertii ordinis per curvam duci potest, quamm quaeque cum superficie 
secundi ordinis unam rectam habet communem. Haec curva generatricibus 
alterius catervae ter, alterius bis secatur. — Si curva sexti ordinis est, 
quatuor euspidibus est praedita. Per has quatuor cuspides et quinque alia puncta 
curvae ducamus superficiem secundi ordinis; tota curva in hac superficie sita 
est, quia 2.4+5 = 13 puncta cum ea habet communia. Praeter hanc super- 
ficiem secundi ordinis caterva superficierum tertii ordinis per hanc curvam 
transit. Quarum unam exhibet forma aequationis harum superficierum, 
ac6+26crf— acT— e6^— c^ = 0, quae tangitur omnibus planis superficiem ipsam 
tangentibus. Huic superficies explicabilis inscripta et circumscripta est. 

Ergo habemus, superficiebus explicabilibus reciprocis ratione habita, 
theorema : 

Omnes superficies explicabiles sexti ordinis alii superficie secundi or^ 
dinis sunt inscriptae, alii circumscriptae. 

Sunt autem superficies explicabiles, quibus caterea superficierum se- 
cundi ordinis inscribi potest, aliaeque, quibus circumscribi potest; eae sunt, 
quae duabus superficiebus secundi ordinis, quibus contactus est simplex, cir- 
cumscriptae sunt aut inscriptae. 

Tabula nostra docet, eas superficies explicabiles, quae generantur tan- 
gentibus curearum dupUcium in superficiebus explicabilibus sexti ordinis sitarum, 
item sexti esse ordinis Itaque etiam illae superficies explicabiles sexti ordinis 
sunlf quae drcumscribuntur omnibus planis, duM genercUrices earum continen-- 
tibus. Vir Gel. Chasles, superficiem explicabilem , quae involvitur omnibus 
planis bis tangentibus curvam recessus superficiei explicabilis sexti ordinis et 
quintae classis, sive per binas generatrices bujus superficiei ductis, quinti or- 
dinis esse ratus*), falsa iuterpretatione termini ^classis'^ deceptus est. 

Omnia talia problemata geometrica, quae ad solum ordinem et classem 
syslematis geometrici spectant, ad problemata mere algebraica revocari posse, 
ex ipsa problematis natura perspicuum; dum tamen herum solutio in summa 
generalitate reperta sit, infirmioribus auxiliis minora intendisse non poenitebit. 

Scripsi Berolini M. Jun. A. MDCCCLXIV. 

*) Quules, Digrcssion relative aux surfaces d^veloppables du sixi^me ordre. 
L. c. pag. 719. 
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lieber die Transformation der Abelnchen Functionen 

erster Ordnung. 

( Von Herrn Känigsberger za Greifswald.) 



MMermite hat sich in seiner Abhandlung*) über die Theorie der Trans- 
formation der Abelschen Functionen erster Ordnung auf die Begründung zweier 
wesentlichen Punkte derselben beschr&nkt, nAmlich auf die Bestimmung der 
Anzahl der Transformationen fQr einen gegebenen Grad k derselben und auf 
den Beweis des Salzes, dass, wenn Gy G'y H die Moduln der transformirten, 
g, g\ h die Moduln der zu transformirenden i9- Function und js,,, »i^ ;52, jsj 
bestimmte linear aus den ursprOnglichen Variabein x, y zusammengesetzte Aus- 
drücke bedeuten, 

durch eine ganze homogene Function vom Grade h durch die 4 Functionen: 

*o(a?,y), *i(^,y)? ö,(a?,y), 0^{x,y) 

mit den Moduln g^ h, g\ welche mit den ersten durch bestimmte Gleichungen 
verbunden sind, ausgedrückt werden kann. Ich beabsichtige in der vorliegen- 
den Arbeit auf die algebraischen zwischen den transformirten Systemen be- 
stehenden Relationen, wie ich dies noch spater genauer erlAutem werde, nüher 
einzugehen, die Modulargleichungen « die gewissen Transformationen ver- 
schiedener Grade entsprechen, aufzustellen und endlich die von Richetot 
auf rein algebraischem Wege gefundenen Resultate für die Transformation 
zweiter Ordnung, welche ^6^/sche Integrale erster Ordnung, Ähnlich wie die 
Landensche Substitution die elliptischen Integrale reducirt, auf transcendentem 
Wege dorch die Relationen zwischen den i9-Functionen selbst herzuleiten. 

Bevor ich jedoch zu dem eigentlichen Gegenstande meiner Arbeit über- 
gehe, schicke ich in einzelnen Paragraphen die genaue Definition der if-- 
Functionen nebst ihrem Zusammenhange mit den Abelschen Integralen, die 
Transformationsformeln, Additionstheoreme und Productentwicklungen von ^- 
Functionen voran und entlehne den Inhalt des ersten Paragraphen über die 



*) Snr la th^orie de la transformation des fonctioos Ab^liennes par M. 
(comptea rendues etc. toroe XL; ann^e 1855). 
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Definition der Abelschen Functionen den Miltheilungen, die mir mein hoch- 
verehrter Lehrer^ Herr Weierstraas , dem ich flberhaopt die Kenntniss der 
^6ß/schen Transcendenten verdanke, gemacht hat. 

§. 1. 

Definition der t>- Functionen. 
Es sei 

eine ganze Function 2p+r^" Grades von x, wobei wir annehmen, es seien 
die Grössen A^^ o,), ai, ... 02^ sämmtlich reell und wenn Ai positiv. 

wenn At negativ 

Ol, < öl <C «2 < • • • < öb^ • 
Ferner seien ti|, th^ ... u^ unbedingt veränderliche Grössen und zwischen 
diesen und ebenso vielen von ihnen abhängigen Xi^ x^^ . . . x^ die nachstehen- 
den Gleichungen gegeben, in denen 

F,{x), F,{x), . . . F^{x) 
ganze Fnnclionen von x bedeuten, deren Grad nicht höher als (»~1 ist: 



^ ^ f''^ F,ix)dx r'^ F,{x)dx r^'eF^^A 



dx 









) 



dx 
t 



«* 



= / ' J'>(a')<to p' F,(x)d» r'« F,(x)dx 



Man bestimme die Gröuen: 

^ f''tp F,{x)dx .^ f"2it-i F„(x)ds 

^"'i 7^"' '^-"^^ 75^' 

wo bei jeder Integration der Werth, welcher der Quadratwurzel beigelegt 
werden muss, durch die Formel: 

im = 4r'(^)'(^)'-(^)' 
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gegeben wird, wie in der Abhandlung des Herrn Weierelraee (dieses Joamal 
Bd. 47, §. 2) nfther ausgeführt ist. 

Wir fahren nun p neue unabhängige Variable ein, die mit den u durch 
folgende Gleichungen verbunden sind: 

Ui = 2K2ii^i+2Kn^2+*''+2K^v^^ 



n, = 2Ä^iei+2/r^r,+ -.+2fi^e„ 
aus denen sich das Gleichungssystem ergeben möge: 

e^ == Gie«i + G7e«2+— +G^^ii^ 

und definiren folgende Reihe als ^-Function, in der die Snmmation auf die 
Indices fi, y», ... r^ von — oo.-4-oo erstreckt wird, 

wo T^ß die Moduln der ^-Function genannt und durch folgende Gleichungen 
bestimmt werden: 

t.p - 2iO../iC;^+2<G^iSr;^+- •+2<G,,Ä,>, 

so dass 

ist. Diese ^* Function genOgt, wenn pi, pt^ ... p^ ganie Zahlen (0 ein* 
schliesslich) bezeichnen, den Gleichungen: 

und umgekehrt, wenn eine continuiriiche Function diesen Bedingungsgleichungen 
genflgt, so ist sie gleich einer i^- Function multipiicirt mit einer Constanten. 
Wird, wenn 

gesetzt wird, 

e* 'i^(<'i4''''i«<^2+^29 ••• ^f4"^^) mit &'{ti^Vt^ ••• t^f Ug^fh^ ••• f^^) 

3* 
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bezeichflet, woriB wir «,^ ... «^ die Psruieler der t^-FoBclioB MBses, m 
bestehf, wen 

liL die Gleiehoflg 

ood ei folgen aim leiehl, weon «i, ... m^, Md • • • m^ ganze Zahlen be- 
deoleo, die drei Haoptgleiehnngen fOr die ä^-Fnnetionen: 



•*(«^j + ah9 •••^f+*f>*l^ •••«e) ^ ^ 



«^(©1, ..•e^;«!. ...n^)^ 



Eü werde femer: 






••f)- 



gesetzt, worin die ganzen Zahlen nii, ... m^, »i, ... «^ aas der Gleichung 
hervorgehen : 

welche die Fanctionen: 

<9(ei, ... e^)o9 ^(t^o ••• ^e)i> • • • «^ (^m • • • ^./a,, 
durch folgendes Schema bestimmt: 
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Endlich setzen wir 

wenn 

ml = mi+mi (mod, 2), »; = iii+< (mod. 2), 

und nennen den Zeiger r ans l and /i zusammengesetzt ; es gebt iiieraus un- 
mittelbar die Bedeutung von 

hervor. 

Dies vorausgesetzt erhält man fär die durch das obige System von 
Differentialgleichungen definirten ^6e/schen Functionen, wenn 

und B^+i oder == —1 gesetzt wird, je nachdem ^>>0 oder <I0 ist: 









wo das Zeichen von — ^ — - so zu wShIen ist, dass die Grösse positiv wird. 



^ 



wfthrend der Wurzel der positive Werth beigelegt wird. Die Wurzelgrössen 
yÄ(af,), ... iR{x^) mflssen dieselben Werthe haben, wie dieEndwerthe von 
iWx) bei den einzelnen Integrationen in dem obigen Gleichungssystem. 

$. a. 

Transformationsforinel der & bei VermehruDg der Argumente um ganze und 

halbe Perioden. 

Ich will nun nach Aufstellung der Definitionsgleichungen ftlr die 9- 
Function die Veränderungen derselben untersuchen, wenn zum Argumente u« 
eine Grösse von der Form: 

K = 4(2f.+mr + (25f4+iiOT.i+(292+iif)r^ + --- + (29,+<^ 

hinzugefägt wird, wo p, q beliebige ganze Zahlen, mf, nf oder 1 sein 
können. Man erhält, wenn man den Werth to^ unmittelbar einsetzt und mit 
Hälfe der in $. 1 angegebenen Relationen die ^-Function umformt, folgende 
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Gleichung: 

wo 

und wenn 

v ^^ vi 9 • • • # ^ i 9 • • • ^f / 

geseist wirdf die m\, ... »^, »r, . . . n^ aas den Congruenzen hervorgehen: 

ml^mi+mfi (med. 2) , •; = «2 + »« (mod. 3). 

Wir leiten fOr das Folgende die ans dieser Gleichnng unmittelbar herror» 
gehende Transformationsformel fOr die Vermehrong nm ganze and halbe Pe- 
rioden besonders ab: 

= e • (-!)• ^(e.,...e,)i 

nnd: 

Da wir diese Transformationsformeln im Folgenden för die Abeh^en Functionen 
erster Ordnung öfters brauchen werden und sie flberhanpt flBr die Anwen- 
dungen dieser Functionen unentbehrlich sind, so fQgen wir die folgende 
Transformationstabelle bei, nachdem wir noch die genaue Angabe der aus den 
obigen Bezeichnungen hervorgehenden 16 ^-Fonctionen vorangeschickt haben: 

*(e,, »Os = *(ei^ »a)? •'^(en ei)«B = &{t>i— j , »j; 0, i), 

*(ei,e2)o ="^(»1— i,ei--i;0,0), ^(ei,ej).M = <^(ei-i,e2-i;0,|), 

*(c,,e2)i =^(ei-i,ei-i;4,0), *(»!, «2)12 = ^(«1-4,«»; 0,0), 

*(«„«,)» =*(«>M«>i-4;iiO), ^(eM»2)n = ^(ei-4,e2;i; i), 

*(ei,e2)j =^(»1, «2-4; 0,4), '^(«>i,e2)i4 = *(ei-4i«'2-4;4i4)* 

^(»i, «2)4 = ^(»i, »i; 0, 4), d(ei, ©,)„ = ^(©1, e,; 4, 4), 

^(•n «2)ui = *(ei, «2; 4i 0), ^(»n <'i)M = ^(»n «i- 4? 4? i)i 

^(ei,«2)« = '*(f»i-4,r2;4,0), '*(ei,e2)M = ^(<'n»2-4;0,0). 



Königiberger, Mtr froKtformeHom dtr ^Madum AmrtMHWii. 
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Die erste Vertioalcolnrooe der folgenden Tabelle gi^t den Index der GrAssen, 
um weldie die Argumente vennehrt werden (haliie Perioden); die mit den 
# mnltiplicirten ExponentialgTÖssen folgen ans der oben angegebenen Formel. 
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«. 3. 
Additionstheorem der ^-Functiooen. 
Wir gehen nnn dazu Aber, die AdditionstheoremB fOr die ^-Functionen 
aafzQStellen, aus denen sich dann onmillelbar die fflr die .^öe/schen Functionen 
selbst ergeben. Ich entwickle zuerst eine allgemeinere Formel als die, welche 
zur Herleitnng des Additionslheorems notfawendiff ist, weil ich dieselbe spfiter 
zur Aofstellnng der Modnlargleichnngen brauchen werde; sie entspricht der 
Formel, die Herr Schroeter fflr die Hodulargleicfanngen der elliptischen Functio- 
nen in seiner Inauguraldissertation *) entwickelt bat. leb beschränke mich auf 
die Angabe des Resultats, in welchem ich die Moduln in die Bezeichnung der 
i9'- Function milaufnehme. 



*) De «eqaatioiiibus moduUribus, distertatio inaagDralb, anctore Sdiroeter. 1854. 
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Die H«rlfbrMl kL wen p tme gwmte Zdü 

woriB fie Saiselimi «tf £e biHees /ig^ ... ßi^ tob . . . |i enirecki wM. 

Setaea wir ia ÜBter Forael |i ^ 1 , m erballea wir mSt Amwemimmg 

der einf^efl Bexeickssijjefl« 

worin /ij, " • /^^ 'i^ Werthe nmi i «ueluBeiL 

Venaehrt man is dieter Gleiebmf mwoU die ArguMile «i, ... «^ 
elf meb ei, ... e^ reipectiTe nm die Gr&sMB 

fo erbilt man: 

worin P^ von m tinabhingig ist. Es ist aosserdeoi leicht ra seheo. dass filr 
jeden Index a die Gleichung erhalten wird: 

=r -^t^(2i^, + fP|, ... 2»^+fP^;i;ii,...|/i^,2T„...2T^)P^, 

worin Q^ von » nnabhingig ist. 

Nimmt man fflr a eine Reihe von 2^ verschiedenen Zeigern und eli- 
minirt dann aus den sich so ergebenden 2^ Gleichungen und der ersten die 
2^ Functionen: 

^(2«r, + iPi,.-.2ir^4-iP^;iu„...i.ii^,2TH...2T^^), 

so erhält man eine Gleichung von der Form: 

«^(«j + ei f ic?|, . . . tt^+e^-f»^. Tu . . . T^^)i^(«,— e,, . . . ü^— e^, rn , . .T^^) 

worin die Coefficienten {a) noch ku bestimmen sind. 
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Die Bestimmimg der Coefficlenten rflhrt von Herrn WeierstroBs her 
und ich führe dessen Methode hier kurz an: 

Es iat klar, dass ^(ri, ...e^) den Werth Nnll erhfllt, sobald von den 
Grössen d?j , o^ , . . . ^^^ in dem im $. 1 aufgestellten Systeme von Differential- 
gleichungen mindestens eme unendlich gross wird ; denn welchen Werth dann 
auch die flbrigen haben mögen, so zeigen die in $. 1 aufgestellten Beziehungen 
zwischen den i^- Functionen und den oberen Grenzen der Integrale, dass 

&(fi>if «««eg)# 
*(e,,...e^) 

jedenfalls unendlich ist, wenn man nur fftr a eine solche Zahl aus der Reihe 
0, 1, 2, ... 2^ wählt, dass von den Differenzen 

keine verschwindet; dann ist aber nothwendig 

da <^(fM**.ff)« nicht unendlich sein kann. 
Sind daher 

tfi, O), . . . a^ 

t verschiedene Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... 2^ und r <C^^ und setzt man: 



so sind, wie leicht aus $. 1 zu ersehen, 

COi, COj, ... 01^ 

die Werthe, in welche iii, «2, ... u^ flbergehen, wenn r von den Grössen 
a?i, 0^2, ... x^ die Werthe a«,, a«,, ... a«, erhalten, die Obrigen aber un- 
endlich gross werden. Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wenn man den 
Zeiger, der aus den beiden Zeigern 

1, 3, ... 2() — 1, und cci, 02, . . . oe^ 
zusammengesetzt ist (s. $. 1), mit a bezeichnet, 

oder 
ist. 
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Dieses vorausgesetxt heben wir ans den Zahlen 0^ 1, ... 2^ (» beliebige 
heraus, die durch «i, «2, ... c^ bezeichnet werden sollen und bilden dann 
aus diesen Zahlen aUe möglichen von einander verscbiedenen Zeiger von nicht 
mehr als q Elementen. Der Buchstabe e soll dann die allgemeine Beaeich- 
nung fBr einen in dieser Reihe enthaltenen Zeigw sein; die Anxahl der- 
selben ist: 

^^ 1.2 ^ ^ 1.2...P - ^ ^ 
Das Zeichen e' bedeute dann femer den zusammengesetzten Zeiger 

J einen ganz willkürlich angenommenen, y einen veränderlichen Zeiger, der 
gleich J und gleich jedem durch die Formel de bezeichneten werden kann, 
so dass y 2^ Formen annimmt; dann ist nicht schwer einzusehen, dass 

wenn y, y" zwei verscbiedene Formen von y bedeuten, verschwindet, wenn 

üi = 1^2.= • • • = u^ = 

ist. Nehmen wir nun in der obigen Formel fftr die 2^ Zeiger a die im Vor- 
hergehenden mit y bezeichneten und setzen also: 

= 2:(y)i*(fij,...ii^)yö'(fii+fc,,...fi^ + ip^)y, 
so ergiebt sich (s. $.1): 

^(wi+<>i + «Pi^-.. »e+^e + ^^^^^^^^'A-t'i^-..«'^— e^)i» 



= -£(y)(-l/'y^(iii, ... fi,)^y^(fii+fri,... fi,+fr,)^y. 



wenn 



(-l/iy = (-1)« 

ist. Bedeutet nun y' irgend einen bestimmten Zeiger y und nimml man in 
der vorstehenden Formel ß = ay', so verschwinden auf der rechten Seite, 
wenn f?i = . . . = r^ = 0, alle Glieder bis auf dasjenige, in welchem y = / ist, 
und in diesem reducirt sich der Zeiger ßy auf e-y'y' = 6\ Man erhält also 
zur Bestimmung der Constanten (y) nach einer leichten Umformung, wenn 
man y = / gesetzt hat: 

, V _ (—1)H^ !»(€?,, ... gg)ry^C<?i+ «gj» '" Pg +t^P>y 
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woraus sich folgende Hauptformel ergiebt: 

Setzt man in dieser Formel — r« fflr «« und dann to«+«'« für «?t9 so erhSlt man: 



nun ist aber: 

wie leicht aus der oben angregebenen Transformationsformel zu sehen ist, und 
man erhfilt die folgende Gleichung: 

jr{(-iy'*'yd(iiiv...ii^)y*(fi,+ri+iri,...fi^4^^+ip^)yd(r^ 

woraus man sieht, dass wenn f « + to« = p oder *|- , wo p eine ganze Zahl ist, 

die ^-Functionen auf der rechten Seite der Gleichung die Argumente u und 
« gesondert enthalten; dasselbe gilt ftlr mehr Factoren. 
Hieraus ergiebt sich sogleich, wenn 

2i>. um mf + iifT.iH 1-»;'^.^ 

2«?. um mf+iifT.,4---+«f'i^*e 
vermehrt werden: 

wo der Werth (a^ß) in jedem Falle aus der obigen Transformationsformel 
unmittelbar hervorgeht. 

Wir stellen für die ^6e/scben Functionen erster Ordnung folgende 
Reihe von 16 Additionsformeln auf, in denen wir die i^- Functionen von den 
Argumenten u mit p^ von den Argumenten r mit q, von u+f> mit P, von 
ti— r mit Q bezeichnen; jede der aufgestellten Formeln durch die erste divi- 
dirt, giebl 

durch 

ausgedrackt, also das Additionstheorem der X6e/schen Functionen erster Ordnung : 

4* 
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*6 *» P$ Q$ = p»Pf 96 q$ +PiPi qi qi +Psft 93 9s +PisPis9is9i3 
'^s '^ü /^ü Q% = p»Po 96 9« +PiFüiJi 9oi+ftF«?s 9w+Pisi^9ij9M 

^4 '^uA Q% = />6Pl 94 9w+/^l/\u90l?W""P2Pia?H9w~/^Bf349l39s 

^» '^t A ft = PhPt q$ 9a --piPnqi qn+p^p^qi 9ö""PisJ^?i39ch 

^2 ^nP^ Q$ = p»Ps 9a ?»+PüPcB 9« ?w+P4P34 9h 9ot+PMP«?i3ji 

^6 ^^4 ^4 ft =» P6P4 9« ?♦ ""PlPu9l Jl4— PsPm9s 9M+Pl3f («9lS?a 

'^f '^üi^mft = P$Poiq$ ^^PiPo 9i 9o +fsPa4 9s 924—^13/^0913901 
Ä| ^0 -Paft == PhP^nqt 9o +P»Pt 9«?» ""P4/>i3 9m 9ü»—/^»P24 91394 

'^f '^qs^üjß» = p$Pmq$ qm'-PiPuqi qu—piPo qs 9o +PiiPinquqm 

^4 ^ü -Pmß» = /'•Pol 9« ?0 +/^iP4 9»9» +/^Pl39349«+PwP»49l392 

^f ^ttPnQh = PhPnq% q^+PiPt qi 9a +^3/^*193 9M+Puf23 9is923 
^üj^ui^nft = PsPaqmqoi^Ptipuqi 9i ""P1P3 9h9o +PMP(»9i395 

^5 ^M-Puft = P$Pl%q$ 914+P1P4 9l 94 "-P3Pw9» Jot—/>13P34 913934 

^5 ^tsPtsQb = PsPnqB qn+PiPtAqi qo^-^PsPi 93 9« "~Pi3/>tt9is9i2 
^4 ^2 Pa4Q» = PtPi^q^ 92 "-PüPi39(H9a+P2P4 9h9» "^/'wPü*9i39o 

^6 '^34^34^4 = PhP^qt 934+Pi/^b9i 9« +^3^« ^3 ?♦ +Pi3Pi4 9«9m ' 

S* 4. 

EotwickluDg eines Productes von i^- Functionen in eine Snmme solcher Functionen. 

Bevor ich nun cum Transformationsproblem selbst flbergehe, mnss ich 
noch die Entwicklung eines Productes von i9'- Functionen in eine Summe 
solcher voranschicken, beschrAnke mich jedoch darauf, nur die beiden Haupt- 
formeln mitzutheilen , da dieselben nach der far die elliptischen Functiopen 
bekannten Methode entwickelt sind. 

Die erste Hauptformel laqtet, wenn 

V(««ii-«c) 
■■ tr(iii| ii|+ai ,...iii| n^+a^ ;ti ^ — t^ ;...it^^ii|| Hi+äi ,...wi w^-r»^ ,ti ...t^ ; 

gesetzt wird: 

-Je • '^ ^ 

-y<«- + 7f'---^(^+SiTa+--'+S,ri,)5---«e+-?-T 
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worin sieh die Saminatioii auf die Indices Hi, . . . »^ von 0, . . . r— 1 erstreckt, 
die sweite: 

worin C?,,,../ eine Constante und die Snmmation sidi anf dielndicea /x, ... /^ 
von 0, . . . r— 1 erstreckt, während die in diesen beiden Formeln Torkom- 
menden Grössen r, A, S durch folgende Gleichungen bestimmt rind : 

Diese Entwicklungen waren nothwendig, um die Mittel su liefern, in jedem ge- 
gebenen Falle die Transformation, die wir sogleich naher definiren werden, 
aussufbhren. 

$. 5. 

Defisition des TransfonnationBprobleiDB fbr die il6efachen Functionen erster Ordnung. 

Sei das System von Gleichungen gegeben: 

und bezeichnen wir die diesem Systeme entsprechenden ^iiefechen Fnnctionen 
mit pai sei femer ein zweites System von Gleichnngen: 

dessen .^6e/sche Functionen q^ seien, und in welchen F{x)^ f{x) lineare Func- 
tionen von X sind und 

R(x) = -4(it— flo)(it— ai)(a?— a2)(it— c^s)(a5— »♦), 
Ri{x) = ^'(ar— ai)(a?— al)(a:— ai)(a?— c^i)(a?— ai), 

so besteht das^ Transformationsproblem« der Liebchen Functionen erster Ord- 
nung in Folgendem: 

* 

Das erste Gleichungssystem sei gegeben, es sind die Coefficienten von 
Ri{x) und f{x) so zu bestimmen, dass alle XfteAichen Functionen q^ sich 
rational durch die ^fre&chen Functionen pß ausdrflcken lassen. 
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Es folgt hierana, dass, wenn wir die Perioden des ersten Systems mit 

iKii H^7i 

die des zweiten entsprechend mit L bezeichnen, unter obigrer Vonmssetznng 
die Gleichungen stattfinden: 

Ki2 = boLii+biLt2+b2iL[i+b^iL[2 

iK[2 = äoI^n + äiLi2+d2iLii+djiL[2 
und: 

lÄj'i = C(|i21 + CiZr22+C2«^l + C3«Zw 

wo jedoch a^ b, c^ d so gewählt werden mflssen, dass sie den fflr die Perioden 
der Abehchen Functionen bestehenden Bedingungsgleichungen genügen: 

£{K,.K-^KKu) = 0. 
§. 6. 

Behandlung des Transformationsproblems. 

Der Grad der Transformation hängt, wie Hermite fQr die ^6efechen 
Functionen erster Ordnung gezeigt hat, von einer Zahl k ab, die auf be- 
stimmte Weise aus den Constanten a, b, c, d zusammengesetzt ist. Hermite 
geht nun in seiner Behandlung des Transformationsproblems von der Transfor- 
mation der d^- Function aus und zeigt, dass fQr alle Transformationen, die zu 
einer bestimmten Zahl k gehören, die d'-Function des neuen Systems multi- 
plicirt mit einer von dem Index derselben unabhängigen Exponentialgrösse sich 
durch eine ganze homogene Function A:^° Grades von 4 ^- Functionen mit den 
ursprünglichen Moduln ausdrücken lässt, woraus unmittelbar durch Division die 
Transformation der ^6e/schen Functionen hervorgeht. 

Betrachten wir nur den Fall, in welchem wir für die transformirte 
t^- Function auf Moduln geführt werden, welche dieselben Vielfachen der 



Königibergetj %ur TranifamuUUm der AbeUd^ nmctianem 31 

Moduln der ursprOnglicheii t^-Fonction sind oder mit anderen Worten den Fall, 
in welchem die reellen Perioden der orsprünglichen ^ftefechen Fnnctionen 
dieselben Vielfachen der entsprechenden reellen Perioden der transformirten 
Functionen sind, wAhrend die imaginSren Perioden den entsprechenden der 
transformirten gleich sind, so sieht man, dass diese Transformation der Abel^ 
sehen Functionen enthalten ist in dem Ausdrucke von 

d^ (nui , . . . nu^y nxii , . . . irr^^) 

durch &iui^...u^yrii^...r^^)^, auf dessen Entwicklung wir nun näher eingehen. 
Sei zuerst n eine ungrade Zahl (wir werden in den folgenden $$ den Fall 

w 

n=^2 behandeln) und setzen wir in $.4: 

so erhalten wir nach der ersten Hauptformel dieses $: 

worin sich die Summation auf i»i, ... n^ von 0, ... n— 1 erstreckt. 

Nun sieht man aus dem oben aüsgefOhrten Additionstheorem, dass sich 
ein jedes solches (p in eine ganze homogene Function n**" Grades von t9- 
Functionen mit den Argumenten iii, .. • u^ entwickeln lAsst; denn es ist die 
Entwicklung nach dem Additionstbeorem für zwei Factoren möglich, wenn 

t'« + «?« = P oder = -y und p eine ganze Zahl ist ; multiplicire ich mit einem 

dritten Factor, so muss e^+w^a+^l^jp oder =-|- sein u. s. w.; da nun in 
unserem Falle: 

na n— 1 1 . ftt n— 1 »—1- ng n— < __ n— 1 , n— 1 _ 

H 2ir'^n'^ n 2n +•+ n "^ » 2« "" 2 +*• 2 ""'*•' 

also gleich einer ganzen Zahl ist, so folgt, dass ein jedes der (p durch das 
Additionstbeorem inProducte von t^- Functionen mit den Argumenten iii, ... u^ 
auflösbar ist. — Es lassen sich nun n— 1 Factoren nach dem Additionstbeorem 
unmittelbar entwickeln, fOr die Ausfflhrung der letzten Multiplication jedoch 
muss man die willkfirlich annehmbaren Indices ö, «i, . . . Cp so wählen, dass: 

t9- (0, . . . 0)t.aßy... 

nicht Null wird, diese Function also keine ungrade ist. Freilich treten da- 
durch mehr als 2^ Indices in die Endformel ein, aber wir können ähnlich, 
wie es Hermite fQr die & - Functionen mit zwei Variablen gethan bat, schliessen^ 
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dnss vennöge 4er unter den Fonetionen & stattfindenden Relationen nach Ad- 
dition der einseinen Posten nnr 2^ solcher Functionen in dem Endansdmcke 
Ohrig bleiben werden. 

Aus der obigen Formel wird nun unmittelbar 

hergeleitet, wenn fib* «« 

gesetzt wird; swei solche Ausdrflcke durch einander dividirt geben dann: 

als rationale Function von 

al(Ui , . . . «^, T|i . . . T^)^, 

deren Zfthler und Nenner ganze homogene Functionen »^ Grades sind. 

Fflr die Abelschen Functionen erster Ordnung folgt bei einer Transfor- 
mation dritten Grades: 

*(«i, ^)»i^i+h •^+i)*(«i+f ,«i-H)+*(%-Hi •fe)*(»i+t, •i2+i)*(»i, 11244) 

C.»(Su,, 9u2, Sxa, St«, 3t„), 

worauf die in der oben beigefügten Tabelle angegebenen Additionsformeln fbr 
die Abelsehen Functionen erster Ordnung unmittelbar anzuwenden sind; es 
kSme nur noch darauf an, durch Substitutionen Gleichungen herzuleiten v aus 
denen dann durch Elimination der Grössen 

»ihiU »(0,i)., etc. 
die Modulargleichungen folgen, mit deren Hfllfe dann wieder die Werthe von 
^(^, i)« ®^c- ermittelt werden können. 

Um dies deutlicher zu machen, wollen wir auf diese Weise die Mo- 
dulargleichung fflr elliptische Functionen, die einer Transformation dritten 
Grades entspricht, herleiten. Die der obigen analoge Gleichung heisst dann, 
wenn wir die t^- Function fQr die Null werthe der Argumente nur mit dem 
Buchstaben ^ bezeichnen: 

woraus folgt: 
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« 

Bezeichnen wir die t9^- Functionen mit einfachem Modul mit &, mit dreifachem 
mit 0, so erhalt man, wenn man fi = setzt: 

oder in Folge der Relation: 

ö. *, ^ ö. *, ^' 
also die bekannte Modulargleichung: 



Zur bequemeren Entwicklung der Modulargleichungen der ^6e/schen Functionen 
wenden wir jedoch die oben zur Aufstellung der Additionstheoreme benutzte 
Formel an, wie es Herr Schroeter fftr die elliptischen Functionen gethan hat, 
und nennen die Gleichungen, welche zwischen den ursprOnglichen und den 
transformirten ^-Functionen fDr die Nullwerthe der Argumente bestehen, 
Modulargleichungen. 

Modulargleichungen für die Transformation dritten Grades. 

Man erhalt leicht durch Zerlegung des Ausdruckes der i^- Function: 

worin den Grössen ^ii , ... u^ die Werthe und 1 beizulegen sind ; um nun 
die ^-Function mit vierfachem Modul durch die mit einfachem auszudrücken, 
machen wir in der letzten Gleichung der Reihe nach die 2^—1 Substitutionen : 

ri — ^, l>29 ••• ^^\ ^i^ ^'a""!^ ••• ^^i •••5 ^1 — ii ^2 — i? ••• ^'^J ••• 5 ^1 — 4^ ^2 — ^9 ••• ^Q — i? 
es geht alsdann die i9^- Function auf der linken Seite der Gleichung in solche mit 
den Indices 12, 34, ... 2()— 1 2q und den aus diesen bis zur (f^'^" Klasse com- 
binirten Aber und es nehmen die daraus entstehenden Gleichungen die Form an : 

i9(i?i, ... f>e^Ta...r^J„ = -r(-l)^»i»(2i?,, ... 2i?^; ^^i, . .. i/i^, 4th...4t^^), 
*(f?4,..,r^,T,i...r^^)34 =:2'(-l)^'d(2i?,,...2f>^; ii^i, ... i^^, 4tu...4t^^), 

^(üi, ... r^,Ti,...T^^)i234 = -2'(--l)^'-^^»^(2i?i, ... 2r^;i^i, ... 1^^, 4Ta...4T^), 
•••••• 

Jounud mr Mathematik Bd.LXIV. Heft 1. 5 
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addirl man nun alle diese Gleichungen zu der ersten oben aufgestellten, so 
fallen auf der rechten Seite alle Glieder mit Ausnahme des ersten fort und 
man erhält folgende einer beliannten Formel fOr elliptische Functionen analoge 
HQlfsformel : 

worin der Zeiger a die Werthe 00, 12, 34, . . . 2()-~l 2(f und die aus den 
letzten q Indices bis zur q^^"" Klasse combinirten Werthe annimmt; verallge- 
meinert heisst die Gleichung: 

Setzen wir nun in der am Anfange des §. 3 aufgestellten Gleichung p = 3, 
so erhfilt man: 

x*(4tfi+3^iTa+..4-3^^rip, . . .4fi^+3.aiT^i+. .+ 3.u^r^^,l 2Ta. . . 1 2t^^) 

worin den Grössen fii^ ... /li^ die Werthe 0, 1, 2, 3 beizulegen sind. 

Substituiren wir, wie oben, für Ui Ui — ^ etc., addiren die so ent- 
stehenden Gleichungen und führen die mit Parametern versehenen i^- Func- 
tionen ein, so erhallen wir folgende einfachere Gleichung, in der /ii, . . fi^ 
die Werthe und 1 annehmen: 

2!»{ui+f>i^ . . . tt^+<?e^ Tu . . .T^^)a i^(4ii — 3f?,, . . . iip - 3i?^, 3rH . . . 3r^^)^ 

==2?2:t*(4wi,...4fi^;i|ii,...i^^,12rH...12T^^)*(4üi,...4ü^;i|ii,...iMe^4^^^^ 

WO a die schon oben angegebenen Werthe erhält, und die tu^- Functionen auf 
der rechten Seite der Gleichung die Indices Ol, 23, 45, ... und die aus 
diesen bis zur (>*^" Klasse combinirten Werthe haben. 

Wendet man auf die eben erhaltene Gleichung die vorher entwickelte 
Hfllfsgleichung an, so erhält man nach einigen Transformationen: 

-Zi*(iii+ri, . . . u^+i^^, Tii. ..T^^)a'*(«i — 3t?i, . . . tt^— 3f?^, 3t„ .. . 3t^^)„ 

= -^2:{2:(-l) « i*(2ii„...2fi,,3Ta...3r^^)y2:(.l) • ^(2r„...2r,,ra...r,^)a}, 
WO die Zeiger y, d die Bedeutung des a haben. 
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Non ist leicht zu sehen ^ dass alle Glieder mit Ausnahme derjenigen, 
in welchen y = J ist, wegfallen, und wir erhalten, wenn 

t?j = fjj = . • • = u == 
gesetzt wird: 

= 2:a{2u,, . . . 2ii,, 3th. . .3tJ„^(0, . . . 0, t^ . . .r,,)., 

wo a die nunmehr* feststehende Bedeutung hat. 
Diese Gleichung lautet verallgemeinert: 

^ö'(«|, ... 11^,, oTxi . . . OT^^J^^ ^(^M • • • ^Q9 "^11 • • • '^Q^Jau 

= -f(-l)* ^(2iin...2ii,,3Tn...3T,,).i9^(0,...0,T„...T^^)„. 

Giebt man nun den Grössen itf , ... n^ Sp — 3 bestimmte Werthe mit Aus- 
nahme der Combination: 

«1 = «2 = ... = it^ = 0, 

so erhSlt man die zur Transformation dritten Grades gehörigen Modularglei- 
chungen (für den Fall, dass sie auf dieselben Vielfachen der Moduln fahrt) in 
folgender Form: 

1^ 1^ (0,. . . 0, 3ti, . . . 3r^^)a^ I* (0, . . . 0, Tu . . . r^^)„^ 
= -^(-1)« ^(0,...0,3rH...3r,^)„*(0,...0,rn...r^^).. 

Für die ^6e/schen Functionen erster Ordnung lauten die Modulargleichungen, 
wenn die ^-Functionen mit dreifachem Modul mit 6 bezeichnet werden, fol- 
gendermassen : 

0\ «^4 +ö(ö^(D = ös^ö + ^n"^« — ^34^34 — ^0^09 

Ö23^23 + Öl4'9'i4 = Ö5l9^5— .Öi2t9*|2 — ^34l9'344-öu^O• 
Es lässt sich fflr die ^6e/schen Functionen beliebiger Ordnung bei einer 
Transformalion dritten Grades von der oben angegebenen Beschaffenheit eine 
Modulargleichung aufstellen, die ich hier noch besonders hervorhebe: 

Legt man nfimlich in der Gleichung (a.) den Grössen n^, . . . it^ alle 
möglichen 2^—1 Werthe bei, indem wir wieder 

«1 = ni = ••• = 11^ = V 
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aasscbliessen, und addirt alle so erhalteiiea Gleichungen, so findet man auf 
der linken Seite alle ^-Functionen mit Ausnahme derer, welche die Indices 
00, 12, ... 2(^—1 2(> und die aus den letzten p Zeigern bis zur (»'*'" Klasse 
combinirteu haben, rechts dagegen kommt jedes der letztgenannten & 2^--l mal 
vor mit dem positiven oder negativen Zeichen versehen; da nun, wie leicht 
zu sehen, 

£n^ 171« 

U 

isl^ wenn «{'=••• =«^ = ausgeschlossen ist, und nur dasi^^ worin mf = ••• = wj = 
ist, 2^'-~l mal vorkommt, so erhält man, wenn wir alle &„ mit Ausnahme von 
t9^ auf die linke Seite bringen, die Gleichung: 

t4 n ' 'nQ'''''''f'^^ ^^;^;'"g !^M-'^.g)o ^ j^n f4r 3i,^ Indices ebenso gebil- 

delen AusdrQcken = 2^—1, 
oder in Worten ausgedrückt: 

^Die Summe der Producte aller J6e/schen Functionen (>**' Ordnung 
für den dreifachen und einfachen Modul (für die Nullwerthe der Argumente) 
ist gleich 2^-1;' 

Für (> = 1 folgt: 

oder die Modulargleichung für elliptische Functionen: 



§. 8. 

Die Transformation zweiten GradeS; welche auf doppelte Moduln der 

itJ"- Functionen fliliii;. 

Nachdem wir die Art der Behandlung des Transformationsproblems für 
einen ungraden Grad auseinandergesetzt haben, wollen wir nun auf die Trans- 
formation zweiten Grades genauer eingehen. 

Nach der oben entwickelten Formel war, wenn ,ai, ... ^t^ dieWerthe 
und 1 beigelegt werden, 

r-:^ 2*(2««i,...2fi^: i.ai,...i/i^,2tn...2r^^)i?(2i?i,...2i?^;i/ii,...i/u^,^ 

woraus man nach ähnlichen wie oben gemachten Transformationen die fol- 
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gende Gleichung erhSlt: 

^(2ii|, ... 2fi^, 2r||...2rJ^(2rM ... 2r^, 2Ta...2r^^) 

in der a die schon mehrfach angegebene Bedeutung hat ; verallgemeinert heiast 
diese Gleichung, wenn mi, ... m^ ganze Zahlen bedeuten, 

&(2ui+\ml, ... 2u^+^ml; ^fi^, ... ^fi^, 2Ta...2T^J 
xi?(2f>i+imi,...2i?^+jmj; i^i, ... 1^«^^, 2Tn...2r^p) = 

Man erhSlt aus dieser Gleichung unmittelbar die algebraische Trans- 
formation, wfthrend die M odulargleichungen sich unter folgender Form ergeben : 

&{im\^ . . . Jm^; ^^i, ... Ifi^y 2Ta. . . %x^^f 
wo a die oben angegebenen Werthe hat und 

§. 9. 

Ausführung der Transformation zweiten Grades für die ilbafechen Functionen 

erster Ordnung. 

Wir wollen in diesem § für die ^6e/schen Functionen erster Ordnung 
genauer auf die eben behandelte Transformation eingehen, welche Herr Riehelot 
von einem ganz anderen Gesichtspunkte aus (durch Umformung der Integrale) 
im 16*'" Bande dieses Journals behandelt hat; wir betrachten nur den Fall, 
der auf doppelte Moduln der i9- Function ftihrl und der die der Zani/mschen 
Substitution fär elliptische Functionen entsprechende Transformalion liefert. 

Für die ^6e/schen Functionen erster Ordnung ist nach Hertmte bei einem 
gegebenen Grad k der Transformation die Zahl der nicht aequivalenten Systeme 

1+*+*^+*" 
also in unserem Falle 15. 

Seien die Moduln der ^-Function des zu transformirenden Systems 

'^119 ^129 ^22? des transformirlen tu^ 7|2, t») so heben wir die folgenden vier 
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eiofachsten Beziehungen hervor: 

'^12 = 1'^I2 9 '^12 ^^ ^12 9 "^12 = ''^12 9 '^M = '»''^12 9 
"^22 ^== ■i'''22 9 ''^22 = '»'^22 ^ '^22 = l''^22 9 "^22 = ^'^22 • 

Wir werden uns mit dem letzten Falle besehAftigen und stellen uns non fol- 
gende Aufgabe: 

Es sei gegeben: 

wo 

Ä(y) = y(l-y)(1-c'y)(l-ry)(l-m',); 

es soll dies System durch eine Transformation zweiten Grades, die auf die 
doppelten Moduln der d-- Function fahrt, in das folgende: 

transformirt werden (s. §. 5), wo 

Da es, wie leicht zu sehen, nur darauf ankommt 

i^(2i?i, 2f?2, 2Tii, 2t,2, 2T22) 

durch ^(fi,f29'i^in'^i2^'i^22) auszudrficken, so entnehmen wir den Entwickhingen 
des vorigen §. folgende Gleichungen, in denen wir die i9-Functionen mit doppel- 
ten Moduln mit bezeichnen : 

4Ö2 Ö(2l?i,2l?2)2 = 2^(l?i,l?2)34*(l?l,l?2}5-2ö-(f?i,|?2),2l^(l?l,<?2)ü, 

4Ö4Ö(2rx,2l?2)4 == ^(t?i,«^2)?-'^(<?nr2)S+*(t?l,t?2)?2-*(ri, «>.)?♦, 

4^01 (2l?i , 2f?2)(u = ^{f>l^ «^2)5 — »* (t^l 9 «^2)0 — ^ («?! 9 t?2)l2 + «^ (<?1 ^ <?2)34 1 

4ö,od(2l?i,2ü2)(|3 = 2^(l?i,l?2)|2'^(t?i,f?2)5—2l^(f>l,l?2)34«^(^nt?2)u9 

4di2Ö(2l?i,2l?2)|2 = 2<u^(f?i,l?2)i2«9'(f?i,f?2)5+2l^(l?l,f>2)34^(t?l9 t?2)f)9 

4^23 ^(2l?|, 2^2)23 = ^{^l^^2)6-{'^{f>l^^2)l''^(f>l'i^2)l2 — ^{^l^f>7)zA^ 

4^34 tf (2e, , 21)2)34 = 2d' (r i , ©2)34^ (<^i ^ «^2)5 + ^^ (^i 9 «^2)12 ^ i^i , <?2)i) • 
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Bevor wir zur Bestimmung der Moduln äbergehen, schicken wir die Bemerliung 
voraus, dass 6 der ^-Functionen für die Nullwertlie der Argumente ver- 
schwinden, nSmIich: 

^1 '^3 ^(B ^01 '^13 ^24* 

Nun ist*): 

^._ 01.0], ,_ ei.ei ,_ 

•~öf,.d:..ö:» '^'~<»j..ö:,.ö;' '^•~ö;..ö:..ö:' 

wo il,, fjii, /u, nach Herrn Richelot durch die Gleichnngen bestimmt sind: 

Führen wir nnn mit Hfllfe der oben aufgestellten Gleichungen statt der 6 mit 
doppeltem Modal die & mit einfachem Modul ein, so erhält man: 

wie sich nach einigen Transformationen ergiebt, in welchen die von Herrn 
Rotenhain für die ^-Functionen mit den Nullwerthen der Argumente aufge- 
stellten Relationen, auf welche ich jedoch hier nicht näher eingehen kann, zu 
benutzen sind. Ebenso erhält man nach ähnlichen Transformationen: 

.7 _ ^»^■t-'».^,4 »i+»i-»i.-9i. (».^.t— ».^.jw»+^;«x^:.-'»?) 

odec wenn man statt der ^-Functionen ihre Werthe durch c, l, tn ausge- 
drückt setzt: 

2 1 — ffij III, — C| /, «t, c/ — mc fni 



'^) Memoire sor Icb fonctions de deaz variables et k quatre p^riodes par M. 
G. Rosenhain. 1846. 



"> 
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also genau diejenigen Moduln, welche wir in der Abhandlung des Herrn 
Richelot Band 16, 8.275 finden. 

Untersuchen wir nun die algebraische Transformation selbst: 
Um unsere in §.1 zwischen den i9- Functionen und den oberen Grenzen der 
Integrale aufgestellten Relationen anwenden zu können, mtkssen wir die In- 
tegralgrenzen in den beiden in diesem §. aufgestellten Gleichungssystemen, die 
wir nach Herrn Riehetot gewfthlt haben, um die Resultate unmittelbar verglei- 
chen zu können, ändern. Man sieht leicht, dass in dem ersten Gleichungs- 
system, wenn wir: 

1 1 i 

setzen, die unteren Integrationsgrenzen 

i . 

werden, wenn wir zu «i 

zu If2 



* * ^ A n 



p' yrfy _ /"' yrfy . /'-. 



a« 



addiren, oder wie nicht schwer zu sehen ist, 

ri um — i-^Tii+iT,, 
92 nm — i — Itja+^Toj 

vermehren. 

Ebenso werden im zweiten Gleichungssystem die unteren Grenzen 

werden, wenn wir zu ifi 



ZU Ha 






addiren, alno 



©1 um — i — i-^ii 
«3 um 1 — ^Tii 



vermehren. 
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Es sind also nun die ^-Faoctionen durch die im $. 1 angegebenen 
algebraischen Ausdrücke zu ersetzen, nachdem auf sie im ersten Gleichnngs- 
system die dreizehnte Substitution der in $. 2 aufgestellten Tabelle, im zweiten 
die achte Substitution angewandt ist. Wir könnten sodann aus den oben auf- 
gestellten Gleichungen die Transformation unmittelbar herleiten; doch wflrden 
theils die Ausdrflcke zu complicirt, theils wfirde eine unmittelbare Vergleichung 
mit den Resultaten von Richelot schwierig sein, welche die UeberfQhrung einet 
Integrals des ersten Systems in die Summe zweier des zweiten Systems liefern; 
wir wollen also in dem ersten System y^ = 1 setzen und erhalten dann : 



y(i- *•»,)(! -r»,) i>.M..f«« ^(.^, > 2».),« 

fähren wir mit Beachtung dessen, was eben tlber die Integralgrenzen gesagt 
wurde, die algebraischen Ausdrflcke ein, so erhalten wir nach einigen Umfor- 
mungen, anf die wir hier nicht niher eingehen. 



also ergiebt sich 



(i-ft'«.)(l-M*»,) _ M* 

(i_r,,)(i_r.;) - T" 



■j^ (s. Richelot, Band 16, S. 282, No. 38). 



oder 

»1», = 

Ebenso erhalten wir: 

^ ^(p.>p«).^(Pi>Pt)i+^(Pi,p.).»^(p„p«)i> <?.« ■ 

'»(P,,P.).*(P.»».).-'»(«'l»«'t).t^(«'.»».),4 ^« ' 

Ähnlich wie oben ergiebt sich: 

y(i_,,Xi_s,) yi;;;; * <», /,-c. U-ci+c,/,)y,J 
=, :^ j».^,+^.«», | i-(t-c.<.)y. > _ ^.^«. g: t i-(i-p.Uy. ) 

Jonraal für lUthematik Bd.LXIY. Heft 1. 6 
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oder 
_ClzJ^Jzi?!jiI = ;e» j|ll^J^£Äf (g. Richelot S. 282, No. 36, 37); 

aus diesen beiden eben gewonnenen Resultaten ergiebt sich für die Gleichung 

< y» (1 - ») (1 - c'y) (i - ry) (1 - «'y) 
die algebraische Beziehung: 

,2. r 2Cm^-c;/?xi-»»?)y,(i-y,)-4m»(i-(i-c;/; )y,)1 r (m,+c,0(«+^o r_n 

während die Moduln durd^^dtif oben angegebenen Beziehungen ausgedrückt 
sind. Die Grössen a^ ß werden durch algebraisches Einsetzen der Substitution 
bestimmt (s. Richeht S.281, No. 34). 
Ebenso erh&lt man: 

WO zwischen j^s? ^1? ^2 dieselben Gleichungen wie die zwischen tfi^ Zi^ Z2 
eben aufgestellten bestehen. Addiren wir diese beiden Gleichungen und ver- 
wandeln rechts die Summe der vier Integrale nach dem Abelschen Theorem 
in die Summe zweier, so ist durch zwei quadratische «Gleichungen die voll- 
ständige Transformation hergestellt. 

Wir sind somit von den Relationen, die zwischen den transformirten 
l/- -^ Functionen bestehen, ausgehend zu denselben Resultaten gelangt, welche 
Herr Richelot durch unmittelbare Transformation der Integrale hergeleitet hat 
und erlangen hierdurch eine deutliche Einsicht, weshalb bei den ^6e/schen 
Integralen erster Ordnung nur von einer Transformation eines solchen Inte- 
grals in die Summe zweier derselben Ordnung die Rede sein kann. 

Greifswald, den 1. April 1864. 
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lieber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten 
rationale Functionen eines Parameters sind. 

(Von Herrn A. CM>$ck zu GiesBen.) 



JUie Classe von Abehchen Functionen, mit welcher eine algebraische 

ebene Curve »'**' Ordnung msammenhftngt, wird durch die Zahl p = 5 

bestimmt, wenn die Curve keine Doppel- und Räckkehrpunkte besitzt, und 
ich habe im 63'"'" Bande dieses Journal pag. 189 eine Reihe von Resultaten 
angeführt, welche sich auf diese Bemerkung stützen. Dabei wurde vorzugs- 
weise der Satz benutzt, dass die Summen gewisser ^6e/scher Integrale immer 
verschwinden, sobald eine Reihe von Puncten der gegebenen Curve den voU- 
stftndigefi Durchschnitt derselben mit einer andern algebraischen Curve bildet. 

Wenn nun die Curve Doppelpunkte oder Rückkehrpunkte besitzt, so 
erAiedrigt sich der Werth von p um die Anzahl derselben; die erwähnten 
Integrale gehen zum Theil in ^6e/sche Integrale niederer Classe über, zum 
Theil aber auch in Integrale dritter Gattung. Die für die vorliegende Unter- 
suchungen wichtigste Folgerung aus diesem Umstände ist, dass zwischen den 
Periodicitdtsmoduln der modificirten Integrale lineare Relationen eintreten; und 
es ergeben sich daraus Erniedrigungen für die Zahlen, die ich a. a. 0. für die 
möglichen Lösungen der behandelten Probleme gefunden habe. 

Statt die algebraischen Curven nach Ordnungen einzntbeilen , und in 
diesen Unterabtheilungen zu machen nach der Anzahl der Doppel- und Rück- 
kebrpnnkte, welche dieselben aufweisen, kann man dieselben in Geschlechter 
eintheiien nach der Zahl p; zu dem ersten Geschlecht also alle diejenigen 
für welche /i =0, zum zweiten diejenigen, für welche p = i^ u. 8. w. Dann 
erscheinen umgekehrt die verschiedenen Ordnungen als Unterabtheilungen in 
den Geschlechtem; und zwar kommt jede Ordnung in allen Geschlechtern vor 

bis zu p = ^ , wo dann die allgemeinste, d.h. von Doppel- und 

Rückkehrpunkten völlig freie Curve w'"' Ordnung ihre Stelle findet. 

Die zu demselben Geschlechle gehörigen Curven kann man, wie a. a. 0. 
gezeigt ist, auch dadurch definiren^ dass ihre homogenen Coordinaten sich als 
rationale ganze Functionen von zwei Parametern s, s darstellen lassen, zwischen 

6* 
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denen eine algebraische Gleichung 

f{s,z) = 

besieht, die eine entsprechende Classe Abelscher Functionen begründet. Ins- 
besondere fOr ]9 = kann man • durch jb rational ausdrflcken ; für f = 1 er- 
fordert diese Darstellung die Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder 
vierten Grades, xl s. w« 

In diesem Aufsatze werde ich mich mit dem ersten Geschlechte be- 
schfifligen, f&r welches /' = 0, fttr welches also die Doppel- und Rflckkehr- 
punkte die ihrer Ordnung nach höchste erreichbare Anzahl besitzen. Diese 
Curven hat Herr Salmon bereits in seinem .<,,Treatise on higher plane curves'' 
kurz discutirt (p. 94). Ich werde einige weitere Eigenschaften derselben 
angeben. 

Dass jede Curve n*^' Ordnung, welche ' ~ Doppelpunkte be- 
sitzt, wirklich die rationale Darstellung ihrer Coordinaten durch einen Para- 
meter gestattet, sieht man auf folgende Weise ein. Durch die Doppelpunkte 

und durch ' ^ ^" *^ — andere Punkte der Curve ist, wenn *<«, 



2 2 

eine Curve A"'" Ordnung vollständig bestimmt. Damit diese Punkte zugleich 
den vollständigen Durchschnitt beider Curven bilden, muss 

A.A + 3 , n — 1.11 — 2 . 
—2— + 2 = hn 

sein, d. h. A = ii— 1 oder h = n—2. 

Legt man also ein System ii+;if?=rO von Curven (»— 1)*" Ordnung 
durch die Doppelpunkte und durch 2ii— 3 feste Punkte der gegebenen Curve, 
so schneidet jede Curve des Systems die gegebene noch in einem beweg- 
lichen Punkte. Man muss also die Coordinaten dieses Punktes durch k rational 
ausdrflcken können. 

Legt man ebenso ein System u+Xe = von Curven (»—2)'*' Ordnung 
durch die Doppelpunkte und durch n—S feste Punkte der gegebenen Curve, 
so schneidet abermals jede Curve des Systems die gegebene Curve nur noch 
in emem beweglichen Punkte, und man kann also die Coordinaten dieses 
Punktes durch l rational ausdrücken. 

So kann man also diese Darstellung auf zwei verschiedene Arten in 
jedem Falle sofort leisten. 
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s. 1. 

Die Singularitäten derjenigen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen 

eines Parameters sind. 

Betrachten wir eine Curve, deren homogene Coordinaten in der Form 
ausdrfickbar sind: 

(1.) 0^2 = A(^>A^)^ 

^0 /i) A? A ganze homogene Functionen it^^' Ordnung von l und /t sind, 
welche sich nicht als homogene Functionen niedrigerer Ordnung von zwei 
ganzen rationalen Functionen von l^ fi darstellen lassen. Jedem Punkte der 

Curve entspricht dann ein gewisser Werth des Verhältnisses — , und im All- 

gemeinen auch nur ein einziger. Die Functionen fi^ /a, /s dürfen als von 
einem allen gemeinschaftlichen Factor frei angesehen werden. Die Curve ist 
daher von der n"*" Ordnung, da jede Linie 

sie in den n Punkten schneidet, deren Parameter sich aus der Gleichung n'"" 

Grades * 

(2.) uJ,-\-u,f, + tHf^ = 

ergeben. 

Die Gleichung der Carve in Liniencoordinaten findet man, wenn man 

die Discriminante von (2.) bildet, also wenn man l und fi aus den beiden 

Gleichungen 

eliminirt. Diese Discriminante ist im Allgemeinen von dem Grade 2(fi— 1), 
und also die Curve im Allgemeinen von der 2(»— 1)*'" Classe. Aber ins- 
besondere können solche Werthe von l, fi existiren, für welche 
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Die Dlscriminanle muss dann nolhwendig den Factor Uiai+Uiai + UiO^ ent- 
halten, durch dessen Verschwinden beide Gleichungen (2.) befriedigt werden. 

Die a sind nach fl.) die zu einem solchen Parameter — gehörigen Coordi- 

naten. Ist x die Anzahl von Lösungen, welche die Gleichangen (4.) zulassen^ 
so ist die Classe der Curve 2(w— 1) — ;f. 

Aus den Gleichungen (3.) ergeben sich für die Coordinaten der Tangente 
(oder für die den Gleichungen (l.) analoge Darstellung der Curve in Linien- 
coordinaten) : 

<^ft ^^fi ^/i oft 



(5.) 



pwi = 



(Ji:2 = 



dX du 
i 



PW3 = 



dX dfi 



dX Ofi ' 

^^ 

dX du 



ÖX djti dX diA ^ 

so dass die Gleichung der Tangente folgende ist: 



(6.) 



Ml 
dX 



X, 

ex 



X, 

Ml 

dx 
öA 



0. 






dfi dfi Oft 

Dieser Ausdruck wird unbestimmt, wenn X, ,« ein System von Lösungen 
der Gleichungen (4.) sind. Dividirt man aber in der Gleichung (6.), welche 
für den Augenblick durch i2 = bezeichnet sein mag, zuerst durch einen der 
Coefficienten , so nehmen die anderen die Form g an, und indem man dann 
nach der gewöhnlichen Regel entweder nach X oder nach fi difTerentiirt, mit 
dem reducirten Nenner aber wieder heraufmulliplicirt, findet man die Gleichung 

der Tangente in der Form -öj- = oder -3— = 0, oder endlich, wenn p, q 

beliebige Grössen sind, in der Form 

. da . esi 
P-dx-^^-eii: 



= 0. 



Die Ausführung ffir die Function Si giebt dann: 



1 



= 



P ÖX' 



^dxßfi 



P-m^ + 9 



ÖX' 

c'Y. 



dXdfi 

öY. 



dX* ■^'510^ 



3V 
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oder, was dasselbe ist: 



= 



öY. ay. öY. 



dV 



n d%_ ,3Y, _ 

dXdfi dXd(4. 515^ '^^ 






X, 










!Nun kann mau die Gleichungen (4.) auch in die Gestalt bringen: 

(7.) /a-|V^+(/.„_«i)^_«^|^ = 0, 

Aus diesen folgte dass erstlich die Determinante 



(8.) 



J = 



öY öY öY, 



dX* 



öY. 5Y. 



öY. öY. 



ÖA' 



5^' 

öY, 



fär die betreffenden Werthe — immer verschwindet; und zweitens, dass sich 
immer drei Grössen r^, rj, rs so bestimmen lassen, dass 



dd 



(9.) 



_öY_ 

"5^ 



= ft.r^. 



= {lfi-mX)rt, 



= —mfji.ri 



dfi* 



Durch die Einführung dieser Werthe geht endlich, mit Uebergehung eines un- 
wesentlioh«ii Factors (pX—q/i)(pl+qm) die Gleichung der Tangente für einen 
solchen Punkt in die bestimmte Form aber: 

(10.) Xiri+XtVi+Xir, = 0. 
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Doppelptuikte der Conre riad diejenigen, f&r welche iwei Weiih- 
5y5teme /.. u: k\ u* dieselben Werthe der Coordinaten ergeben. Man l|at 
also filr sie 

(11.) Sr/i(i,ii) ^x'f,{'i',u'). 
Seilen wir nun 

u. s. Vf. 

wo denn 4>i« 4>2, ^3 symmetrische Functionen der Werlhepaare l, u; l.\ f^' 
sind« und iwar für jedes Werthepaar homogen von der («— 1)'^ Ordnung^ so 
bestehen die identischen Gleichungen: 

Wenn man aus 4>i« ^2 etwa V, u' eliminirt, so ergiebt sich für — eine 
Gleichung des Grades 2(fi— 1)\ Fflr die Lösungen derselben und die suge- 
hörigen Werthe von -7- verschwindet nun entweder auch 03; und dann hat 

man einen Doppelpunkt vor sich; oder es verschwinden fi{l,/i)^ f^C^'yf'')^ 
und die hetreffende Lösung ist der Frage fremd. In der That ueht das Ver- 
schwinden der leliten beiden Grössen, wie man ans (12.) sieht, das Ver- 
schwinden von 4»! « 4^i nach sich« ausser wenn — == --r • Es entstehen also 

so ii(ii— 1) Lösungen der Gleichungen 4»i, 0,, welche der Frage fremd sind, 

und es hieiben also n^-Lii — 2 Werthe von — übrig, welche Doppelpunk- 

n I n__2 

ton entsprechen« oder es giebt ,^j Doppelpunkte auf der Curve, wie 

dies a priori aus der Grösse der Zahl p klar ist. 

X V 
Die Klimination von — , -7 »«^i *i=0, *i = muss nach dem 

Obigen lunAchst auf eine Gleichung der Form 
fuhren} sodann aber auf die Endgleichung: 



N 
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wo nan ^ = die gesuchte Gleichung n—Ln— 2*'" Grades ist. Aber die 
Lösung derselben erfordert nur die Lösung einer Gleichung des ^ 

Grades. Denn ausser durch — 



wird diese Gleichung auch noch durch 



7- = F(^— j erfällt, wo —y zu demselben Doppelpunkt gehört, welcher durch 
— bezeichnet wird. Es ist daher auch nothwendig 

und die Gleichung v^=:0 kann daher nach Abel auf eine Gleichung 

«~-l.ii— 2 



n— 1.II—2***« 



Grades, und auf 



quadratische Gleichungen zurückgefBhrt werden. 



Ich will jetzt untersuchen, unter welchen Umstanden ein Doppelpunkt 
in einen Rückkehrpunkt fibergehen kann. Fflr diesen Fall muss die Glei* 
chung (6.) der Tangente für beide im Doppelpunkt sich schneidende Zweige 
dieselbe sein, man muss also die Gleichungen haben: 

\di dfi ex dpiJ '^ ^\di/ diu.' dv öfi'/' 






dl du) 



\dl ö^ dl dfiJ '^ ^\dl' dfi' dl' diA'J'^ 



dfi' W d/i'J'^ 



WO die Functionen f links mit den Variablen ly fi, rechts mit den Variablen 
1% fl' zu nehmen sind. Aus diesen Gleichungen folgt: 



(14.) 



dl' 


dl 


df. 
dii 


dl' 


du 

dl 


du 
dfi 


du 

dl' 


du 
dl 


du 
du 



= 0, 




= 0. 



Aber diese Gleichungen sagen nicht Anderes aus, als dass — und —j Doppel- 

wurzeln der Gleichung seien, von welcher die Parameter der Doppelpunkte 
abhängen. Dies siebt man sofort, wenn man die Bedingung aufstellt, dass die 
Gleichungen (11.) ausser fQr x^ x', l, //, l'^ fi' auch noch für x+äx, x\ 
l+dly fiy l'+dl\ fl' und für x + dx, x'^ l, fi-{'dfi, l\ fi'+dti' bestehen sollen. 
Hiebei sind also zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden. Einmal nfimlich 
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können — , — zwei verschiedene Doppelwurzeln sein, und zweitens können 

— , -7 einander gleich werden und so das Paar gleicher Wurzeln reprSsen- 

iiren. Im ersten Falle tritt kein Rückkehrpunkt ein, sondern zwei unendlich 
nahe Doppelpunkte, wobei denn freilich auch die beiden Tangenten in eine 
zusammenfallen. Dieses Vorkommen erfordert &wei Bedingungen zwischen 
den Coefficienten, und führt keine weitere Reduction der Ctaese mit sich, als 
diesen zwei Doppelpunkten überhaupt ankommt. Im zweiten Falle dagegen 
erhfilt man einen wirklichen ROckkehrpunkt, und zugleich eine Reduction der 

Classe. Ist nftmlich -7 = — {-e, und eonvergirt € gegen Nnll, so gehen die 

Gleichungen (14.) in die eine Gleichung (8.) 

J = 

Ober. Es wird also wirklich nur eine Bedingung erfordert. Zugleich gehen 
die Gleichungen (11.) in die Gleichungen (4.) über. Die oben betrachteten 
X Punkte, für welche eine Reduction der Ciasee eintritt, fällen also in der 
That mit den Rückkehrpunkten :iusammen. 

Nicht blos J selbst verschwindet für jeden Rückkehrpunkt, sondern 
auch sein Differential, so dass der einem Rückkehrpunkte entsprechende Para- 
meter jederzeit eine Doppelwursel von ^ = ist. Man hat nSmlich : 

"^ dl* ^ dldii d/i* 

oder nach (9.): 

= (.-2);£',r,(/if-»rf^). 

Und dieser Ausdruck verschwindet, da nach (8.), (9.) folgende Gleichungen 
bestehen : 



i 



d'fi _ 



dk* 



n _ 



= 0, 



WSil 



= 0, 



4^ = 
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49iese Belrachtangen werden von Wichtigkeil bei der Bestimmang der 
Wendepunkte. Sind — , -y, -7; die Parameter dreier Pnnkte der Curve^ 

f* fM. fA 

welche auf einer Geraden liegen, ao mflssen dieselben der Bedingung genfigen: 



(15.) 



= 



ni^,f^) A(A',^') /i(i'>") 

/•,(i,u) /i(A>') /i(r,/') 

n(Kf^) nß',f^') A(i",A*") 



= 



Fflr einen Wendepunkt muss diese Gleichung erfüllt sein, wenn man — ., — 

-7^ unendlich wenig von einander verschieden annimmt, und da zu gleicher 

Zeit die Gleichung (15.) in 

d 
2n(n-\y 

übergeht, so findet man die Wendepunkte aus der Gleichung ^ = 0. Die 
ZaiU der Wendepunkte beträgt eomil im Allgemeinem 3(ft — 2). Aber da, wie 
oben bewiesen, der Parameter jedes Rflckkehrpunkts eine Doppelwursel dieser 
Gleichung wird, $0 iet, wenn x Doppelpunkte siu RUckkehrpunklen werdem, die 
AnzaU der itbrigbleibenden Wendepunkte 3(ii— 2)~2x. 

Diese Zahl giebt eine obere Grenze f&r die Anzahl von Rfickkehr- 
punkten, welche eine Curve besitzen kann. Man sieht nfimlich daraus, dass 
die Anzahl der Rückkehrpunkte einer Curve tl^ Ordnung die Zahl \{n — %) 
niemaU übersteigen kann. Es scheint, dass diese Grenze (oder vielmehr die 
grössle darin enthaltene ganze Zahl) viirklich erreicht werden kann; wenig- 
stens tritt dies bei den Curven dritter und vierter Ordnung ein. 

Die Berührungspunkte der Tangenten, welche sich von einem äusseren 
Punkte an die Curve ziehen lassen, findet man aus (6.) mit Hülfe einer Glei- 
chung 2»— 2'*'* Grades für — • Ist aber in (5.) X ein Punkt der Curve selbst, 

und bezeichnen wir seine Parameter durch iP, /jfi^ ebenso die Functionen f 
für diese Werthe durch denselben Index, so geht die Gleichung (6.) Aber in: 



(16.) 






OK 








dn 


öA 



dl df* 



= 0, 
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was durch (Jt/t^— ilVf theilbar ist, und mit der Gleichung 

identisch wird. Nach Entfernung des ausgeschiedenen Factors bleibt eine 

Gleichung 

(17.) ?F(i,^;i,^,-i^>«) = 

vom 211—4*'" Grade übrig; sie giebt die Berflbrungspunkte der 2»— 4 Tan- 
genten, welche man von einem Punkte der Curve noch ziehen kann. Aber 
die Gleichung (16.) ist durch die Werthe von l, fi erfallt, welche den Glei- 
chungen (4.) genflgen. Die Anzahl der wirklichen Tangenten bleibt also 
2ii-4-;f. 

Ist insbesondere der Punkt der Curve ein Wendepunkt, so ist 

Daher enthalt die Gleichung (17.) noch eine weitere Wurzel --7, und die An- 

zahl der wirklichen Tangenten bleibt 2n—b — x. 

Ist dagegen der Punkt der Curve ein Doppelpunkt, und ist -^ der 

andere dem Doppelpunkte entsprechende Werth des Parameters, so kann man 

in (16.) statt /^"^ auch f^^^ schreiben, und — = -^ ist daher auch eine Doppel- 

Wurzel von (16.). Von einem Doppelpunkt lassen sich also 2ii--6— x Tan- 
genten an die Curve ziehen. 

Ist endlich der Punkt der Curve ein Rflckkehrpunkt, von welchem aus 

Tangenten gezogen werden sollen, so ist —^ eine vierfache Wurzel der Glei- 
chung (16.). In der That, bildet man etwa den dritten Differentialquotienten 
des Ausdrucks der linken Seite von (16.) nach X, so erhfilt man: 






öV, df. 



dl* 

dl* 



dft 

er, 
"9^ 



+ 3 






dl* 






+ 3 






3Y. d% 



er 






+ 



dl* dVdft i 






dl' dldn 

en d% 



dl 
dl 



dVdft 
dVdf» 



dl dVdft, 
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Von diesen Determinanten verschwinden hier die erste nnd die leiste für 
— = — 7 wegen der Gleichungen (4.). Die Summe der beiden anderen kann 
man sogleich in der Form darstellen: 





'• dX' 


dXdfi 




dX 


öY. öx 

BX* BXBii 


d 
dx 


'» dX' 


oXdfA 


— 


dx 


öY. öY. 

BX* BlBft 




'» ex* 


öY. 

dXdfi, 




dt, 

BX 


öY. d'fn 

BX' BXBfi 






( ' 


B. 


rj^ 





1 !• ' 



«•n— i dl ^ji^x\ 



fi^fi 



was nach dem Fraheren für einen Rückkehrpunkt ebenfalls verschwindet. Das 
Verschwinden des ersten und zweiten Differentialquotienten der linken Seite 

von (16.) wird noch leichler ahnlich gezeigt; es ist also vrirklich -^ hier 

eine vierfache Wnrzel. Aber anter diesen ist schon eine der x Wurzeln 
enthalten, die wegen der x Rflckkehrpnnkte inAbzng sn bringen nnd. Man 
siebt also, dass sich von einem Rflckkehrpnnkte nodi 2»— 5— x Tangenten 
an die Curve ziehen lassen. 

Es bleiben endlich die Doppeltangenten zu nntersnchen. Sind die Para- 

X X* 

meter ihrer BerOhmngspnnkte —) 7771 so finden nach (16.), (17.) die beiden 

Gleichungen statt: 



/»' f*"' 



(V-A»'* 



(18.) 






df, er, 

'ST ~5^ 



BX ^ 



-BT 






= -mV{X,^l;X,^^;X\|J!>), 



i 



(i^*-AVy' 



er, er, 



3X^ 

§n 

BX* 

§n 

BX* 



Bft* 

in. 

Bfi* 
Bft* 



= -«?'(Ä",^»,.i'',A*";^,/*). 
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Von diesen Gleichungen ist die erste vom (ii— 2)**% die sweite vom 2(ii'-2)'**' 
Grade für -^, und die erste vom 2(fi— 2)**% die zweite vom («—2)*^" Grade 

ror — Gliminirt man also eine dieser Grössen etwa —^^ so erhtlt man eine 

Gleichung in — vom Grade 5(ii--2/. Aber diese Gleichung enthalt eine 

Reihe von Factoren, welche der Frage fremd sind. 

Erstlich ist das Eliminalionsresultat, nach einer schon von Abel in Be- 
zug auf solche Gleichungen gemachten Bemerkung, durch V^d, u; i^/ti; 1,^)^ 
d. h. durch J theilhar, so dass der Rest vom Grade 5(«~2)'— 3(ii— 2) Weiht. 
Ferner ist sie theilbar durch die Gleichung V^C^t^ /^) = 0, von welcher die 
Doppelpunkte abhangen, weil mit den Gleichungen (11.) auch die Gleichun- 
gen (18.) erfüllt sind. Der flbrigbleibende Factor ist dann vom Grade 
5(ii-2)'-3(ii-2)-(ii-l)(ii-2) = 4(ii-.2)(ii-3). 

Diese Zahl erhftlt aber eine weitere Reduction, wenn Rückkehrpunkte 
vorhanden sind. Die Gleichungen (18.) werden nfimlich offenbar noch erfüllt, 

wenn -7 und — zwei verschiedenen ROckkehrpunkten entsprechen, und wenn 

eine dieser Grössen einem Rflckkehrpunkte entspricht, die andere dem Be- 
rahmngspunkle einer von einem Rflckkehrpunkte aus gezogenen Tangente. Zu 

einem Werlhe — , welcher einem Rfickkehrpunkte entspricht, gehören also 

Xo 
noch X— 1 + 2»— 5— X Werlhe --^, welche der übrig gebliebenen Gleichung 

genügen; jeder solche Werlh -~ ist also eine (2«— 6)fache Wurzel derGlei- 

X 
ohong. Und jeder Werth — , der einer von einem Rückkehrpunkte gezogenen 

Tangente entspricht, genügt jener Gleichung ebenfalls. Sie enthält also noch zwei 
fremde Facloren, beziehungsweise von den Graden ;f(2»— 6) und (2»— 5.~x)x, 
so dass nach Ausscheidung derselben eine Gleichung vom Grade 

4(fi-3)(fi~2~x) + ;f(;f~1) 

zurückbleibt. Die Anzahl aller Doppellangenien ist also 

2(ä-3)(ii~2-x)+-'*'"^ 



2 

und da je zwei zusammengehörige Wurzeln der soeben aufgeslellten Gleichung 
aus (18.) rational durch einander ausgedrückt werden können, so findet man 

diese Doppeitangenten durch eine Gleichung des Grades 2 («-3)(w-2-x)^- -^-5 — , 

und die Berührungspunkte jeder einzelnen durch eine quadratische Gleichung. 
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Die angegebenen Zahlen stimmen mit denjenigen flberein, welche aus 
den Pluckerschen Gleichungen folgen. Aber es ist von Interesse auf dem 
vorliegenden Wege gesehen zu haben, wie man die zur Auffindung dieser 
Singularitäten nöthigen Gleichungen wirklich zu bilden, und durch Gleichungen 
von möglichst niedrigem Grade aufzulösen hat. 

Dass die Curve (1,) wirklich die allgemeinste ist, welche g 

Doppelpunkte besitzt, kann man sich auch folgendermassen deutlich machen. 
Die Ausdrficke (1.) enthalten 3fi+3 willkflrliche Constanten. Durch eine 
lineare Transformation von der Form 

A_ _ pl' + qfi' 
fi ■" rA' + ffi' 

kann man diese auf 8it— 1 reduciren. Aber es ist 

3«^1 = _^ ^ , 

d. h. gleich der Anzahl Bestimmungsstacke, welche eine allgemeine Curve 
n^*' Ordnung fordert, weniger der Anzahl von Bedingungen, welcher die ge- 
forderte Anzahl von Doppelpunkten mit sich ffthrt. Die Anzahl von wiUkflr^ 
liehen Constanten ist also ebenso gross, wie die Zahl der Bedingungen, welche 
die allgemeinste Curve der gegebenen Art noch zu erfallen im Stande ist. 



§. 2. 

Das Äbehche Theorem und das Problem der Abehchen Fonetionen für den Fall, in 
welchem die il&efechen Integrale durch Logarithmen und algebraische Functionen 

ausdrUckbar sind. 

Im Folgenden setze ich /i=:l, da die Differentiation nach dieser Grösse 
die Beibehaltung des Zeichens nicht mehr erheischt. Sodann bezeichne ich 

durch a<*>, 6^'^ a^'\ 6^'>; . . . a^^\ b^^^ (y == üulJILzl) die den verschiedenen 

Doppelpunkten entsprechenden Werthepaare von X. Die Durchschnitte der 
gegebenen Curve mit einer Curve m^^' Ordnung 

(19.) ^{x^^Xi^x^) = 

werden gefunden, indem man in dieser Gleichung f&r die x ihre Wer the (1.) 
setzt. Man erhalt dann eine Gleichung in il: 

(20.) ß(l) = c(*--A,)(i-*2)-..(i-0 = q>{x,, X,, X,) = 0, 
wo il, J^^ ' • • Km den um Durchschnittspunkten entsprechen. Setzen wir in 
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(20.) l einmal a^^, das andere Mal 6^'^^ so bleiben die x bis auf einen ge- 
mein&chafllichen Factor €^^, also auch q> und Si bis auf den Factor c^'^"* da- 
durch ungeftndert, und man erhfilt I2(fl^*^) — c^*^''i2(6^*^), oder 

Diese Gleichung, welche y verschiedene vertritt, ist för die Theorie der vor- 
liegenden Curven von der höchrten Wichtigkeit. Sie vertritt für diese Curven 
die Stelle derjenigen, welche ich im allgemeinen Falle aus dem v46e^schfn 
Theoreme abgeleitet habe (dieses Journal Band 63, pag. 189). Die v Glei- 
chungen (21.) versehen die Stelle der v Relationen, welche erfallt sein mflssen 
damit die um Schnittpunkte wirMich auf einer Curve wt''' Ordnung liegen; 
und man hat daher den Satz: 

Wenn nm Punkte der Curve (1.) auf einer Curve m*"" Ordnung 

liegen sollen, so ist es nötfUg und hinreichend, dass ihre Parameter den 

Gleichungen (21.) genügen. 

Die Gleichung (21.) erhält eine leichte Modification , wenn einer der 
Doppelpunkte in einen Rückkehrpunkt übergeht. Man hat dann a^^ =^a^*\ 
ft^<> = «(•> 4- €, c^*^ = 1 — x^*^ €, wo B unendlich klein ist, und also 



Die Gleichung (21.) geht daher über in folgende: 

Die Integralsnmmen, welche, gleich Null gesetzt, die Stelle dieser Gleichungen 
vertreten (a. a. 0. p. 197) findet man, indem man ^21.) (22.), ersteres lo- 
garithmisch, diiTerentiirt, und dann von (}^'^ bis l, beziohungs weise o^'^ bis k, 
integrirt. Man findet so statt (21.) (22.) die folgenden Gleichungen: 

(23.) {' ' ' 

und die unteren Grenzen {», a bestimmen sich aus der Vergleichung mit (21.), 
(22.) durch die Gleichungen: 
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Durch Veränderung des Integrationsweges kann man auf der rechten 
Seite der ersten dieser Gleichungen in 2mi7i verwandeln, so dass diese Integral- 
summen die Periode 2in zulassen. Die Integrale der zweiten Gleichung aber 
haben immer die Periode Null, da sie nur paarweise zusammenfallende Un- 
stetigkeitspunkte besitzen. Dies kommt damit überein, dass man rechts in 
(22.) (c^*^)* . e'*** fOr (c^*^)* setzen kann, wahrend mx^^ auf der rechten Seite 
von (23.) sich durch nichts Anderes ersetzen lässt. Man kann also folgenden 
Satz aussprechen: 

Für eine Curte vl^ Ordnung mit ^ Doppelpunkten , re- 

spective RUckkehrpunkteny ist, wenn in der Darstellung (1.) aS*^, 6^'^ die 
Parameter eines Doppelpunktes sind, immer die Summe gleichartiger In-- 
tegrale 



/ 



/ 



o(.)_x.6W_;. 
e 

gleich 2hirt, hingegen, wenn a^'^ der Parameter eine» RUchkehrpunhles ist, 
die Summe der Integral 

gleich Null; wenn die Summen auf alle Parameter erstreckt werden, die 
den Schnittpunkten der Curve mit einer algebraischen Curve entsprechen. 

Hieraus geht sofort hervor, dass alle Aufgaben, welche ich a. a. 0. 
mit HtUfe der Theilung der ^6e/schen Transcendenten gelöst habe, für die 
vorliegenden Curven auf KrdstheUung zurückkommen^ und auf die Auflösung 
einer Gleichung i^*"" Grades. 

In der That lässt sich dasselbe aus den Gleichungen (22.), (23.) direct 
nachweisen. In allen jenen Aufgaben sind nfimlich nm—jur Schnittpunkte ge- 
geben, während von den übrigen r mal .a zusammenfallen sollen. Bezeichnen wir 
die den ersten entsprechenden (gegebenen) Parameter durch /,, (j, ... /«m-^^^ die 
der gesuchten Punkte durch Äi, it, ... ^^, so gehen die Gleichungen (22.) über in: 



IfS^in ."; 



1 . 1 . , 1 _ 1 ( ii)__A L— 1 \ 

Diese Gleichungen, deren man im Ganzen v hat, genügen völlig, um 
die symmetrischen Functionen der k durch bekannte Grössen auszudrücken, 
und eine Gleichung v*^" Grades für dieselben anzusetzen. 

Joiirwü fUr MMbematik Bd.LXlV. Heftl. 8 
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Man bemerkt, dass der Einfinss eines Rflicbkehrspunktes darin besteht, 
eine der v Perioden verschwinden zu machen. Wenn, wie dies bei den 
Curven vierter Ordnung noch geschehen kann, sammtliche Doppelpunkte in 
Röckkehrpunkte flbergehen, so hört die Beuutsung der Kreistheilung Ober- 
haupt auf. 

Dass hierher gehörige Umkehrungsproblem ist in den Gleichungen 
enthalten : 

deren einige auch ersetxt sein können durch Gleichungen von der Form 



<««■> j!, / 



welche aus jener hervorgeht, wenn a^'^ = a*'\ b^*^^a^*^+(^ i?^'^= -^^ ge- 
selsct wird. Die Auflösung des Umkehrungsproblems ist sodann durch die 
Gleichungen gegegeben (y-= **"~ '^^ j : 

nur wenn der Doppelpunkt a« b in einen Ruckkehrpunkt a übergeht, ist diese 
Gleichung zu ersetzen durch 

Die Grössen c, also auch die Qy drückt man leicht durch die a^ b aus. 
Man braucht nAmlich nur zu bemerken, dass, wenn man einen Doppelpunkt 
nbftondrrl, die übrigen den vollständigen Durchschnitt der Curve n^' Ordnung 
mit ilrr ('urve w — 3^" Ordnung bilden, welche sich durch jene -^-^ — Doppel- 
punkte logen lAssl. Setzt man also in (21.) m-i»-3, so kann man zugleich 
don W.W- 3 Grössen l die «.n — 3 Werthe a, b beilegen, welche den Index 
I niülil haben; es besteht also, wenn man der Kürze wegen 

^ '^ U-6<'>.«-6^*^..«-A^''> - V(«) 
nMkI, die Gleichung: 
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Untersuchen wir nun, unter welchen Umständen ein System von Grössen 
if^'^ Summen von nur r—i Integralen (25.) gleich werden kann. In diesem 
Falle ist an Stelle von (27.) die Gleichung zu setzen: 



(30.) 






»—3 



/> / y'(aW).v,(aO)) _ 



Dieses sind v Gleichungen, aus denen man die v—1 symmetrischen Fnnctionen 
der l eliminiren kann, and zwar wird das Resultat der Elimination die Gleichung: 



(31.) 






• • • 



• • • 






«(v)^ '^^(OftC.r ' ^(O" '^^OjC.r '^ _ . l^^K) 



= 0. 



Ordnet man diese Gleichung nach den ^, und ersetzt dieselben durch die in 
(30.) gegebenen Werthe, so ergiebt sich eine Gleichung in den e% welche jede 
dieser Grössen nur auf lineare Weise enthält. Bezeichnet man nun die Grössen 
e" in irgend welcher Folge durch die Indices a,, o,, ... a,^ /J^^j, ßi^2^ ••• ßr, 
so ist leicht zu zeigen, dass die in der Entwicklung von (31.) auftretenden 
Glieder 









e • ' , 6 

gleiche aber entgegengesetzte Coefficienten besitzen, und dass man also der 
Gleichung (31.) die Form geben kann 



= jrr 



(II +«* +•••+« • 



(33.) u =r -tu,„,...„ ve 
wo S die Summe aller u bezeichnet. 



S — tf — u 



'"■), 



u -H» +••• + « • 



In der Thal: der Coefiicient von e" ^* "t-t« i^ (31.) jgt 
(— 1)^ multiplicirt erstlich in den Ausdruck, welcher entsteht, wenn man in 
der Determinante 



(33.) 



r-l 



a"> a<*> 



j— 2 



. . ■ 



a 



(») 



V— l 



a 



(2) 



r-a 



1 
1 



= a^«)-.a^'>.a(o_«P)...^(i)_^w 



.a 



<^>-fl('>...a^^>-a(''> 



a 



(►) 



a^"^ . . . 1 



j(-n«a(0 



8 
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die mit einem Index a behafteten a durch die betreffenden 6 ersetzt; mnlti- 
plicirt zweitens in das Prodnct: 

Der Coefficient von 

e = e * ' 

unterscheidet sich von diesem dadurch, dass (—1)'"'^ an Stelle von (— ly tritt^ 
dass in der Determinante die o mit einem Judex ß durch die entsprechenden 
b ersetzt werden, und endlich, dass in dem Product der e flberall die Indices 
ß statt der Indices a auftreten. Statt dieses Producles aber denke ich mir 



das Product sfimmtlicher e ^ gesetzt, dividirt durch den Ausdruck (33.). 

Der Quotient der so gebildeten Coefficienten muss gleich 1 sein. Be- 
zeichnen wir durch 77 Differenzenproducte, so nimmt nach dem Vorigen dieser 
Quotient folgenden Werth an: 

Aber dies geht sofort, wenn ^ das Differenzenproduct stmmtlicher a, B das 

sflmmtlicher b ist, Ober in 

A^ 1 

Dies ist wirklich 1, da, wie leicht zu sehen, das Product sSmmlicher if' 

gleich -gf ist, und also das Product aller e gleich -^, wenn nur, was 

immer geschehen kann, eine passende Combination der Vorzeichen der Qua- 
dratwurzeln vorausgesetzt wird. 

Wir haben so den Satz: 

Soll ein System do» r Grössen uf^ den Summen doü je (y—i) Inte^ 
graten gleich werden, so ist es nöthig und hinreickendy dass zwischen den u 
die Gleichung (31.) oder (32.) bestehe. 

Sind insbesondere stmmtliche Grössen u ganze Vielfache von in, also 
alle Grössen a* gleich ±1, so reducirt sich die Gleichung (32.) auf 

(35.) a* = 1, 
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d. h. die Swmne eämnUlicher u muse dann einem geraden Vielfaek^n von in 
gleich tem. 

Es bleiben die Modificalionen zq untersuchen, welche diese Betrach- 
tungen erfahren, wenn einige Doppelpunkte in Rflckkehrpunkte flb ergehen. 
Was xuntchst die Bestimmung der den wirklichen Doppelpunkten entsprechen- 
den c betriflfi, so hebt sich in der Formel (29.) alles von den Rflekkehr- 
punkten Herrührende (wo a = b = a) einfach auf, und es genügt also dann, die 
Functionen (p, tp auf diejenigen Factoren zu beschrfinken, die den wirklichen 
Rückkehrpunkten entsprechen. Die x bestimmt man aus (22.), wie oben die 
e aus (21.), und findet also, wenn noch 

(36.) x(*) = Ä~a^'>.s-a^'>... 
gesetzt wird: 

^ •; * "" n -3 t2/(a(0) ^ 9(a(0) ^ y,(a(*)) ) 

Femer tritt, wenn man die Substitutionen u^^ = — «d^*^, c^^ == 1 —ex^*^, a^^ = a^^\ 
b^'^ = a^^+€ macht, und $ gegen NuU convergiren Iflsst, an Stelle der be- 
treffenden Reihe 

a-'-'^^b^-^ o'-^-fft-^-', . . . a-^b, 1-5 
in (31.) immer eine Reihe von der Form: 

a^-^^^a""-', 2a'"'^-&ar^\ . . . (v-1)-^, -», 
wo 

(38.) 1^'^ = |,(0 + ilzl;,(i). 

Sind insbesondere die e sSmmtlich gleich Null, und die ti ganze Vielfache 
von iny so zeigt sich aus (35.), dose abdann die Summe aller den Doppel-- 
punkten entsprechenden u ein gerades Vielfaches von in sein mmss, 

$. 3. 
Oeometritche Beaultate. 

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen ist es leicht, die Modificationen 
anzugeben, welche die Lösungen der a. a. 0. behandelten Probleme in dem 
vorliegenden Falle erfahren. 

Die Lösung dieser Probleme stützt sich immer auf die Gleichungen 

(21.), (22.): 
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Die erste besteht für ~ ' x Werthe von A, die zweite, den Räck- 

kehrpunkten entsprechend, für x Werthe. 

I. Für m^n — 2 ist folgende Aufgabe immer lösbar: 

Es seien mn—vr ( r = ^ j Punkte auf der Cune n*^'' Ordnung ge^ 

gehen; man soll durch sie eine Cnrve nC*"" Ordnung legen , welche die 

Cyrre ä*"" Ordnung in v Punkten r-^punklig berührt. 

Hier sind mn — vr Grössen i gegeben; von den äbrigen vr sollen je 
r zusammenfallen. Aus (39.) sind also, wenn ^i, iUz, ... l^ die den Berüh- 
rungspunkten entsprechenden Parameter sind, die Ausdrücke 

gegeben, und man findet die l aus einer Gleichung v^"" Grades. Da man den 
ersten der obigen Ausdrücke durch Ausziehen einer r*""" Wurzel bestimmt, 
und da dieselbe Operation i^—;rmal vorkommt, so isl die Gesammtzahl aller 
Lösungen des Problems gleich r"**'. 

Bezeichnen wir die gegebenen Parameter durch Z^, /,, ... l^^^yr- Die 
Gleichungen, aus denen die X gefunden werden, sind dann: 






Denken wir uns diese Gleichungen für r verschiedene Systeme von Lösungen 
hingeschrieben, und sodann die aus der ersten Gleichung hervorgehenden mit 
einander multiplicirt, die aus der zweiten hervorgehenden addirt. Ist dann 
nur die Summe der den verschiedenen Systemen entsprechenden h durch r 
thcjibar (was immer durch passende Wahl der h des letzten Systems erreicht 
wird), so sagen die resultirenden Gleichungen aus, dass die r Systeme von 
Berührungspunkten mit den gegebenen Punkten auf einer Carve m**" Ordnung 
liegen. Man hat also den Satz: 

Wenn man durch die gegebenen Punkte und durch die BerUhrungs^ 
punkte von r— 1 verschiedenen Berührungscnrven eine Curve mi^'^ Ordnung 
legt, so schneidet sie die gegebene Curve in solchen Punkten ^ in denen 
wieder eine Berilhrungscurve berührt. 

Dabei können die verschiedenen Curven, welche benutzt werden, eben- 
sowohl verschieden als auch gleich sein; nur muss dann im letzteren Falle die 
Curve m'"' Ordnung die gegebene Curve in entsprechender Weise berühren. 
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II. Lässt man von den mn—vr Punkten nar m»— (v+,u)r Punkte 
wirklich gegeben sein, und legt den übrigen (ir nur die Bedingung auf<, dass 
/umal r zusammenfallen sollen, so wird das Problem unbestimmt, und man er- 
hilt Systeme von Curven m**' Ordnung, welche durch «t»— (i'+/M)r gegebene 
Punkte der Curve fi^*' Ordnung gehen, und diese Curve in [v+fi) Punkten 
r- punktig berährcn. Die verschiedenen Systeme unterscheiden sich dadurch, 
dass bei der Bestimmung der Ausdrficke 

iCO _ A, . 60) ~ A, . . . 6(0 - K^u 

verschiedene r^ Wurzeln der Einheit angewendet werden; die Anzahl aller 
Systeme ist also r''"''. lieber die BerAhrungspunkte besteht der oben be- 
wiesene Satz fort. 

III. Es kann endlich #im— (v+^)r gleich Null werden, so dass die 
Systeme -■ der BerQhrungscurve nur noch von der Natur der gegebenen Curve 
selbst abhängen, lieber die Lage der Berührungspunkte gilt noch immer der 
vorige Satz; aber die Zahl der Systeme kann sich reduciren, wenn man alle 
diejenigen Systeme ausschliesst., deren Curven aus mehrfach gerechneten Curven 
niedrigerer Ordnung bestehen. Nach der Betrachtung des §. 6 der angeftlhrten 
Abhandlung, welche hier entsprechend dem unter I. , II. eingeschlagenen Ver- 
fahren modificirt wird, bleibt, wenn m = m'«, r = r'i?, und wenn m\ r' relative 
Primzahlen sind, die Anzahl der eigentlichen Systeme r*^~' — r'*""" ; und nur 
wenn «i, r relative Primzahlen sind, ist die Anzahl der Systeme wirklich 
gleich r"""'. 

IV. Im Vorigen wurde immer m^.n—2 vorausgesetzt. Für m— ff- 3 
entsteht die Aufgabe: 

Die Curee n*"' Ordnung soll von einer Curve (n — S)'"" Ordnung überall 

wo sie derselben begegnet^ also in —-x Punktm, itweipunklig berührt 

werden. 

Die Gleichungen (39.) nehmen für diesen Fall die Form an: 

gC>)-^^..fl(0-.A,...gO>-A,-, ^ (0^ ,(0.„ 
6W-A. .6(0-Ä, ...6^»)~Ä,»i ~ ^ -^ ' 

Die Gleichungen sind um eine zahlreicher^ als die unbekannten l. Aber man 
hat den am Ende des §. 2 behandelten Fall vor sich , wo alle Grössen e^ 
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gleich +1, alle r^'^ gleich Null waren. Es l-i «Irihdr fflr das Zusammenbe- 
stehen dieser Gleichungen nur die Bedingung iw ^rfOllen, dass die Summe 
aller h gerade sei. FUedurch wird das leUte /^ 2i»^stimmt, wenn die übrigen 
beliebig gewAblt sind. Die Am^ahl aller BeriiUnmgecureen igt aUo 

Nur dann giebt diese Zahlung kein richtiges Resultat, wenn der Exponent 
negativ wird, d. h. wenn alle Doppelpi^kte in Rflckkehrpunkte Obergehen. 
Dies kann nur bei den Curven dritter und vierter Ordnung stattfinden, da die 

Anzahl der Rflckkehrpunkte (vgl. §. 1) nicht grösser sein kann als -^-5 — - • 

üa nun das vorliegende Problem bei den Curven dritter Ordnung flberhaupt 
nicht eintritt, so bleibt nur der Fall der Curven vierter Ordnung mit drei 
Rflckkehrpunkten flbrig; und die obige Abzihlung ist durch das bekannte 
Resultat (vgl. auch §. 1) zu ergftnzen^ dass diese Curven eifie Doppeltangente 
besitzen. 

Ueber die Lage der Berflhningspunkte und die Beziehungen dieser Cur- 
ven, welche die gegebenen flberall zweipunktig berfihren, findet man leicht 
Sitze wie in $. 8. der angeführten Abhandlung. 

Ich begnüge mich zum Schluss einige dieser Resultate für Curven 
dritter und vierter Ordnung zu specialisiren. 

Eine Curee dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte besitzt etn System 
von Kegelschnitten, deren jeder die Curve in 3 Punkten berührt. Legt man 
durch drei Berührungspunkte einen Kegelschnitt, so triflFt derselbe die Curve 
in den Berührungspunkten eines neuen Berührungskegelschnitts. Ebenso be- 
sitzt diese Curve zwei Systeme von Curven dritter Ordnung, welche die Curve 
in drei Punkten dreipunktig berühren. Sie besitzt drei Grade i, welche sie 
dreipunktig berühren (Wendetangenten). 

Geht der Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt über, so giebt es noch 
ein System von Berührungskegelschnitten, kein System von dreipunktig be- 
rührenden Curven dritter Ordnung und eine Wendetangente. 

Eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten besitzt «ler Doppel- 
langenten, deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen. Sie besitzt 
eieben Systeme von Kegelschnitten, welche die Curve in 4 Punkten berühren. 
Die Berührungspunkte je zweier Kegelschnitte desselben Systems liegen auf 
einem Kegelschnitt. Drei dieser Systeme enthalten je zwei Paare von Doppel- 
tangenten und können aus denselben abgeleitet werden; die vier übrigen ent- 
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halten keine Doppeltangenten. Die Cnrve besitzt sodann acht Systeme von 
Cnrven dritter Ordnung, welche die Cnrve in 6 Punkten berOhren. Legt man 
durch die Berflhmngspunkte einer Curve eine Cnrre dritter Ordnung, so schnei- 
det sie in den Berflhrungspunkten einer anderen desselben Systems. Vier 
Systeme haben die Eigenschaft, dass die BerOhrungspunkte mit dem Berüh- 
rungspunkte einer Doppeltangente in einem Kegelschnitte liegen, die anderen 
haben diese Eigenschaft nicht. Es giebt 26 Systeme von Curven dritter Ord- 
nung, welche in vier Punkten dreipunktig berühren u. s. w. 

Geht ein Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt über, so hat man noch 
uwei Doppeltangenten; es giebt dann drei Systeme von Berühmngskegel- 
schnitten, deren eines das Paar von Doppeltangenten enthalt. Die Curve hat 
vier Systeme von Curven dritter Ordnung, welche in 6 Punkten berühren; 
scwei Systeme haben die Eigenschaft, dass ihre Berührungspunkte mit den Be- 
rührungspunkten einer Doppeltangente in einem Kegelschnitt liegen. Es giebt 
8 Systeme von Curven dritter Ordnung, die in vier Punkten dreipunktig be- 
rühren u. s. w. 

Bei stret Rflckkehrpunkten hat man noch eine Doppeltangente und ein 
System von Berühningskegelschnitten, deren Berührungspunkte aber mit denen 
der Doppeltangente nicht in einem Kegelschnitt liegen. Es giebt Bwei Systeme 
von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkten berühren ; die Berührungspunkte 
eines Systems liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnitt. 
Es ^ebt Bwei Systeme von Curven dritter Ordnung, die in vier Punkten drei- 
punktig berühren, u. s. w. 

Endlich bei drei Rückkehrpunkten giebt es zwar noch eine Doppel- 
tangente, aber kein System von Berührungskegelschnitten mehr. Es giebt ein 
System von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkten berühren, und die 6 
Berührungspunkte liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnitt. 
Ein System von dreipunktig berührenden Curven dritter Ordnung existirt 
nicht mehr. 

Giessen, den 28. Hai 1864. 
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lieber die FlAchen vierten Grades, auf welchen 
Schaaren von Kegelschnitten liegen. 

(Von Herrn Kummer.) 



(Abgedruckt kom dem IConftUbericht der Berliner Akademie Tom 16. Juli 1868.) 



X^Fie allgemeine Untersuchung aller Flftchen vierten Grades, auf wel- 
chen Schaaren von Kegelschnitten Statt haben ^ und welche darum als durch 
Bewegung eines verftnderlichen Kegelschnitts entstanden betrachtet werden 
können, stfltst sich hauplsftchlich auf folgenden Satz: 

Wenn eine Ebene au$ irgend einer Fläche eine Cur^e mit Doppelpunkten 
auischneidet, so ist jeder dieser Doppelpunkte entweder ein Doppelpunkt 
der Fläche, oder ein Berührungspunkt der Ebene und der Fläche. 
Unter Doppelpunkten einer Curve oder Flftche sind hier alle diejenigen sin- 
gulfiren Punkte zu verstehen, für welche die ersten Ableitungen gleich Null 
werden ; eine continuirliche Reihe solcher Doppelpunkte auf einer Flftche bil- 
det eine Doppelpunktscurve derselben. Der Begriff der Berflhrung ist im 
engeren Sinne gefasst, so dass nicht jede durch efaen Doppelpunkt einer 
Flftche gehende Ebene als eine in diesem Punkte berührende angesehen wird, 
sondern nur diejenigen Punkte als eigentliche Berührungspunkte gelten, deren 
unendlich nahe Punkte nach allen Richtungen hin als zugleich auf der Flftche 
und der Ebene liegend zu betrachten sind, in so fem in denselben die Ab- 
stftnde der Flftche von der Ebene uuendlich kleine Grössen höherer Ord- 
nungen sind. 

Wenn eine Ebene aus einer Flftche vierten Grades einen Kegelschnitt 
ausschneidet, so muss sie zugleich einen zweiten Kegelschnitt ausschneiden. 
Ein solches Kegelschnittpaar, als Curve vierten Grades betrachtet, hat noth- 
wendig vier Doppelpunkte, welche real oder imaginftr, oder auch unendlich 
entfernt sein können, und von denen auch zwei oder mehrere in einen zu- 
sammenfallen können^ wenn die beiden Kegelschnitte sich berühren. Zerfftllt 
einer dieser beiden Kegelschnitte in zwei grade Linien, so sind fünf Doppel- 
punkte vorhanden, und wenn beide Kegelschnitte in grade Linien zerfallen, 
so bilden sie sechs Doppelpunkte. Umgekehrt, wenn eine Ebene aus einer 
Flftche vierten Grades eine Curve mit vier, oder mehr als vier Doppelpunkten 
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ausschneidet 9 so besteht diese Curve yierten Grades nothwendig ans Curven 
niederer Grade, weil eine irrednctible Curve vierten Grades nicht mehr als 
drei Doppelpunkte haben liann. Diese Cnrren niederen Grades sind, wenn 
nicht mehr als vier Doppelpunkte vorhanden sind, und wenn nicht drei der- 
selben in einer graden Linie liegen, nothwendig zwei Kegelschnitte^ wenn 
aber drei dieser vier Doppelpunkte in grader Linie liegen, so zerfftllt die 
Curve vierten Grades nur in eine grade Linie und eine Curve dritten Grades 
mit einem Doppelpunkte. Hat der Schnitt der Ebene und der Flfiche vierten 
Grades ffinf Doppelpunkte, so besteht er aus einem Kegelschnitt und zwei graden 
Linien, hat er sechs Doppelpunkte, so besteht er aus vier graden Linien. 

Um die uneigentlichen Flfichen vierten Grades, welche aus <wei Flft- 
eben zweiten Grades bestehen, von der folgenden Untersuchung überall aus- 
zuschliessen , braucht man den Satz, dass diejenigen Flfichen vierten Grades, 
aus welchen alle beliebigen Ebenen Kegelschnittpaare ausschneiden, nur aus 
zwei FIftchen zweiten Grades bestehen können, oder noch besser den folgen- 
den mehr aussagenden Satz, dessen strenger Beweis auf algebraischem Wege 
ohne besondere Schwierigkeit gefnhrt werden kann: 

Wenn alle durch einen festen Punkt gehenden Ebenen am einer Fläche 
inerten Grades Kegehchnittpaare aueechneiden , so besteht dieselbe oms 
%wei Flächen zweiten Grades, mit Ausnahme des einen Falles, wo sie ein 
Kegel eierten Grades ist, und die schneidenden Ebenen alle durch den 
MittelpunlU desselben gehen. 
Es werden nun folgende FfiUe besonders behandelt: erstens^ wo die 
Schaar der Ebenen, welche Kegelschnittpaare ausschneiden, nicht eine Schaar 
von berahrenden Ebenen der FlAche ist; zweitens, wo alle Ebenen dieser 
Schaar Tangentialebenen mit einem Berflhrungspunkte sind, und drittens^ wo 
dieselben doppelt berflhrende Ebenen sind. Es wflrden eigentlich noch die 
beiden Fftlle hinzuzunehmen sein, wo eine Schaar von Ebenen die Flfiche 
dreifach berührt, und wo sie die FIftche in einer graden Linie berührt; die 
dreifach berührenden Ebenen, welche hier nur solche sein können, die durch 
eine auf der Flfiche liegende grade Linie gehen, ergeben aber keine bemer- 
kenswerthen Schaaren von Kegelscbnittpaaren auf Flüchen vierten Grades, und 
eine Schaar von Ebenen, welche in einer ganzen Linie berühren, findet nur 
auf den abwickelbaren Flüchen vierten Grades Statt, von welchen unmittelbar 
klar ist, dass eine jede ihrer Tangentialebenen ausser einer graden Doppel- 
linie noch einen Kegelschnitt ausschneidet. 

9* 
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1. Die Fliehen Tierten Grades, aus welohen Sohaaren von nicht berOhrenden 

Ebenen Eegelsohnitte aussohneiden. 

Wenn eine Schaar von Ebenen, welche eine FUche vierten Grades 
nicht berOhren, aus derselben Kegelschnitfpaare ausschneiden soll, so muss jede 
Ebene dieser Schaar nothwendig durch vier Doppelpunkte der Flftche hindurch 
gehen. Ist nun keiner dieser vier Doppelpunkte fftr alle Ebenen der Schaar 
derselbe, sondern alle vier Doppelpunkte von einer Ebene zur andern ver- 
ftnderlich, so muss die Flftche vierten Grades nothwendig eine Doppel- 
punktscurve vierten Grades haben. Hieraus folgt weiter, dass alle beliebigen, 
auch jener Schaar nicht angehörenden Ebenen aus der Flftche Curven mit 
vier Doppelpunkten, also Kegelschnittpaare ausschneiden müssen, dass also die 
Flftche vierten Grades nur aus zwei Flftchen zweiten Grades bestehen kann. 
Ist einer der vier Doppelpunkte für alle Ebenen der Schaar derselbe, 
so mflssen die drei anderen, von einer Ebene zur andern verflnderlichen 
Doppelpunkte eine Doppelpunktscurve dritten Grades fftr die Flftche bilden, 
welche diesen einen festen Doppelpunkt der Flftche nicht enthftlt; es müssen 
darum alle durch diesen festen Punkt gehenden Ebenen Curven vierten Gra- 
des mit vier Doppelpunkten, also Kegelschnittpaare ausschneiden, welches nach 
dem oben aufgestellten Salze nur dann möglich ist, wenn die Flftche vierten Gra- 
des aus zwei Flftchen zweiten Grades besteht, oder wenn sie eine Kegelflftche ist. 
Sind von den vier Doppelpunkten, welche jede Ebene der Schaar aus 
der Flftche vierten Grades ausschneiden soll, zwei fQr alle Ebenen dieselben 
und nur zwei von einer Ebene zur andern verfinderlich, so muss diese Flftche 
ausser den zwei festen Doppelpunkten, durch welche alle Ebenen der Schaar 
hindurchgehen, noch eine Doppelpunktscurve zweiten Grades haben; und um- 
gekehrt, wenn sie eine Doppelpunktscurve zweiten Grades und ausserdem zwei 
einzelne Doppelpunkte hat, so schneiden alle durch diese beiden festen Dop- 
pelpunkte gehenden Ebenen Curven mit vier Doppelpunkten aus der Flftche 
aus, also Kegelschnitlpaare, wenn nicht etwa die Verbindungslinie beider Dop- 
pelpunkte durch die Doppelpunktscurve hindurchgeht, in welchem Falle diese 
Verbindungslinie eine auf der Flftche liegende grade Linie sein müsste. Man 
bat also folgenden Satz: 

Alle Flächen eierten Grades mit einer Doppelpunktscurve zweiten Grades 
und swei einseinen Doppelpunkten^ deren VerlmdungsUnie nicht durch die 
Doppelpunktscurve hindurchgeht, werden ton der Schaar der durch die 
beiden Doppelpunkte gehenden Ebenen in Kegelschnittpaaren geschnitten. 
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Die allgemeinste Form der Gleichmig fDr alle Flftchen vierten Grades, 
welche eine ebene Doppelpunktscnnre zweiten Grades haben^ ist: 

wo (p und y/ ganze rationale Functionen zweiten Grades sind , und p eine 
lineare Function der drei Coordinaten. Nimmt man in derselben y; als Pro- 
duct zweier linearen Functionen q und r, so erhält man 

und dieses ist die allgemeinste Form der Gleichung aller Flftchen vierten 
Grades, welche ausser der Doppelpunktscurve zweiten Grades noch zwei Dop- 
pelpunkte haben, deren Verbindungslinie nicht eine auf der Flftche liegende 
grade Linie ist. Die Curve 9 = 0, /i s= ist die Doppelpunktscurve zweiten 
Grades, und die beiden Durchschnittspunkte der graden Linie 9 = 0, r = 0, 
mit der Flftche zweiten Grades 9=^0, sind die beiden Doppelpunkte der Flftche 
vierten Grades. Alle durch die Axe 9 = 0, r = gehenden Ebenen schnei- 
den Kegelschnitlpaare aus der Flftche aus, die beiden Ebenen 9=0 und r==0 
schneiden Kegelschnittpaare aus, die sich decken, und sind singulftre Tangen- 
tialebenen der Flftche, welche dieselbe in diesen Kegelschnitten berflhren. 

Die Flftchen vierten Grades, welche ausser der Doppelpunktscurve 
zweiten Grades noch zwei Paare von Doppelpunkten habeti und zwei durch 
dieselben hindurchgehende Bflschel von Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus- 
schneiden, sind alle in folgender Form enthalten: 

{p^+qr-sty = V^r, 
oder was dasselbe ist: 

{p'-qr+stf = ApUt, 

wo py q, r, $^ t beliebige lineare Functionen der Coordinaten sind, welche 
Gleichung auch in folgende einfache Form gesetzt werden kann: 

p+'^qr+'^sl = 0. 

Die beiden Büschel von Ebenen, welche Kegelscbnittpaare ausschneiden, sind 
q+lr=sO und s+fit = 0^ für beliebige Werthe der Constanten l und fi, die 
Ebenen 9 = 0, r = 0, « = 0, ( = sind vier singulftre Tangentialebenen der 
Flache, welche dieselbe in Kegelschnitten berflhren, also einhflllen. Da diese 
Flftchen ausser der Doppelpunktscurve zweiten Grades p=0, qr—st = 0^ noch 
vier einzelne Doppelpunkte haben, deren zwei durch die Gleichungen 9=^0, 
r=rO, y— «1 = 0, die beiden anderen durch die Gleichungen « = 0, 1 = 0, 
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p'^ — ^ =' gegeben sind, und da diese vier Doppelpunkte auf sechs verschie- 
dene Weisen sich su zweien verbinden lassen, so könnte man erwarten, dass 
sechs verschiedene Schaaren von Kegelschnittpaaren, deren Ebenen durch die 
sechs Verbindungslinien der vier Doppelpunkte gehen, auf denselben Statt 
haben möchten ; untersucht man aber die Lage der - vier Doppelpunkte ge- 
nauer, so findet man, dass von den sechs Verbindungslinien derselben vier 
durch die Doppelpunktscurve zweiten Grades hindurchgehen und darum auf 
der Flflche vierten Grades liegende grade Linien sind, und dass die beiden 
EbenenbOschel ^-fXr^O, und $+fit=:0 die einsigen sind, welche Kegel- 
schniltpaare ausschneiden. 

In diese Kategorie von Flfichen vierten Grades gehört unter anderen 
auch die zuerst von Herrn Ckarlea Ihtpim behandelte und mit dem Namen 
Cffdide belegte FMche, deren beide Schaaren von Krflmmungslinien Kreise 
sind. Die Doppe)pinktscurve zweiten Grades liegt bei derselben im Unend- 
lichen, und von den vier einzelnen Doppelpunkten sind stets zwei imaginär, 
die beiden anderen aber können real sein. Die Gleichung dieser Flflche kann 
in folgende einfache Form gesetzt werden: 

Die allgemeine Untersuchung führt nun weiter zu dem Falle, wo die 
Schaar von Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus der Flflche vierten Grades 
ausschneiden sollen, durch drei oder mehrere feste Doppelpunkte der Flflche 
hindurchgeht. Eine Schaar solcher Ebenen kann aber nur dann Statt haben, 
wenn alle diese Doppelpunkte in grader Linie liegen, welche eine grade Dop- 
pelpunktslinie der Flflche ist. Dieser Fall giebt unmittelbar folgenden Satz: 
.4m etner jeden Fläche eierten GradeMy welche eine grade Doppdpunkti^ 
linie hat, schneiden alle durch die Dappelpumktslinie gelegten Ebenen 
Kegelschnitte aus. 
Die Gleichungen der Flflchen dieser Kategorie sind alle in folgender Form 

enthalten : 

P^(p+2pq(pi+q^(p2 = 

wo <p^ ^1, fp2 beliebige Functionen zweiten Grades, p und q lineare Functio- 
nen der Coordinalen sind, p = 0, 9 = ist die Linie der Doppelpunkte. 

Endlich bleiben hier noch die FflUe zu untersuchen, dass von den vier 
Doppelpunkten der Kegelschnittpaare, welche von einer Schaar von Ebenen 
ausgeschnitten werden sollen, zwei oder mehrere in einem, oder in zwei 
festen Punkten vereinigt sind, in welchen diese Kegelschnittpaare sich be- 
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rflbfen. Die voUstindige Erörterang aller dieser Fälle ergiebt xonficlist nur 
eine spedellere Flflche der bereits gefundenen Art ^p^^^p^qr, mit einer 
Doppelpunktscurve zweiten Grades und Ewei Doppelponkten, nflmlieh diejenige^ 
in welcher die beiden Doppelpunkte unendlich nahe an einander liegen, ausser- 
dem aber fBhrt sie auf eine neue merkwflrdige Art von Flflchen yierten Gra- 
des, auf welchen eine Schaar von Kegelschnittpaaren liegen, die einen dop- 
pelten Confact haben. Es sind diess die FIftchen vierten Grades, welche in 
zwei verschiedenen Punkten sich selbst berflhren. Legt man nflmlieh durch 
die beiden Selbstberührungspunkte einer solchen Flflche irgend eine Ebene, 
so schneidet dieselbe eine Curve aus, welche in diesen beiden Punkten sich 
selbst berflhrt; eine Curve vierten Grades kann aber nicht zwei Punkte der 
Selbstberflhrung haben, ausser wenn sie ans zwei Kegelschnitten besteht, man 
hat also folgenden Satz: 

Die Flächen eierten Gradet. welche in Mwei f^erschiedenen Punkten sieh 
selbst berühren, haben die Eigenschaft^ dass aUe durch die beiden Selbst^ 
herilkrungspunkte gehenden Ebenen aus ihnen Kegelschnittpaare ausschnd^ 
den, welche sich in diesen beiden Punkten berühren. 

Die allgemeinste Form der Gleichung fBr diese Art von Flflchen ist: 

(p" == ap*+ibp^q+6cp'q^+4dpq^+eq\ 

wo <p eine Function zweiten Grades ist, p und q lineare Functionen und a, 
b, c, dj e Constanten. Die beiden Punkte, in denen diese Flflche sich selbst 
berflhrt, sind die Durchschnittspunkte der graden Linie J9 = 0, 9 = mit der 
Flflche zweiten Grades 9^ = 0. Alle Ebenen des Büschels p+it^^O schnei- 
den Kegelschnittpaare mit doppeltem Contact aus der Flflche aus, die vier 
Ebenen aber, in welche der Ausdruck vierten Grades 

ap*+46p*j+6cpY+4dp5r'+ej* = 

zerfflllt werden kann, schneiden aus der Flflche Kegelschnittpaare aus, die sich 
voUstflndig decken, sie sind also singulflre Tangentialebenen der Flflche, welche 
dieselbe in diesen Kegelschnitten berflhren. Eine Doppelpunctscurve hat diese 
Art von Flflchen im Allgemeinen nicht, sondern nur in dem speciellen Falle, 
wo zwei der vier singulflren Tangentialebenen sich zu einer vereinigen, d. i. 
wenn jener Ausdruck vierten Grades zwei gleiche lineare Factoren hat 

Fasst man alle FflUe zusammen, in denen eine Schaar von Ebenen, 
welche nicht Tangentialebenen sind, aus einer Flflche vierten Grades Kegel- 
schnitte ausschneidet, so ergiebt sich aus denselben das allgemeine Resultat: 
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Wenn eme Sehaar ron Ebenen, welche nidU berührende Ebenen einer 
Fläche vierten Grada $md, am$ denelben KegehchnUte amechaeidet, $o 
gehen aUe Ebenen dieeer Sehaar nothwendig durch eine feste grade LkUe. 
Alle Flächen pierten Oradee, am$ welchen Schaaren pon nicht berükreth- 
den Ebenen Kegebchmtte ausschneiden, hönnen daher ak durch Rotation 
eines veränderlichen Kegelschnitts um eine, in seiner Ebene liegende, feste 
Axe entstanden betrachtet werden. 

2. Die Flächen Tierten Grades, ans welchen Schaaren ein&ch herrtthrender 

Ebenen Eegelschnitte ausschneiden. 

Damit eine einfach berfihrende Ebene aus einer Flflche yierten Grades 
ein Kegelachnittpaar ausschneide, muss sie nothwendig durch drei Doppel- 
punkte der Flftche hindurchgehen und diese Bedingung ist zugleich hinreichend, 
wenn nicht der Berflhrungspunkt mit zweien dieser Doppelpunkte in einer 
graden Linie liegt, welche alsdann eine grade Linie der Flflche sein muss. 

Wenn nun erstens die Ebenen der Schaar nicht alle durch einen festen 
Doppelpunkt der Flflche hindurchgehen, so bilden die von einer Ebene cur 
anderen yerflnderlichen drei Doppelpunkte^ welche jede dieser Ebenen aus* 
schneiden muss, eine Doppelpunktscurye dritten Grades; der Fall aber, dass 
der Berahrungspunkt mit zweien der übrigen drei von der Tangentialebene 
ausgeschnittenen Doppelpunkten stets in grader Linie liegt, tritt allemal dann, 
und auch nur dann ein, wenn die Flflche vierten Grades eine gradlinige ist. 
Also alle Flflchen vierten Grades, welche eine Doppelpunktscurve dritten Gra- 
des haben und welche nicht gradlinige Flflchen sind, werden von allen ihren 
Tangentialebenen in Kegelschnittpaaren geschnitten, aus den gradlinigen Flflchen 
vierten Grades aber schneiden die in einem Punkte berührenden Ebenen nur 
grade Linien mit Curven dritten Grades aus. 

Untersucht man nun die besonderen FflUe, erstens, wo die Doppel- 
punktscurve dritten Grades eine Curve doppelter KrAmmung ist, zweitens, wo 
sie aus einem Kegelschnitt und einer graden Linie besteht, und drittens, wo 
sie aus drei graden Linien besteht, so findet man: 

Alle Flflchen vierten Grades, welche eine Curve doppelter Krflmmung 
vom dritten Grade zur Doppelpunktscurve haben, sind nothwendig gradlinige 
Flflchen. 

Einen Kegelschnitt und eine grade Linie als Doppelpunktscurven kann 
eine Flflche vierten Grades nur dann enthalten, wenn die grade Linie den 
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Kegelschnitt in einem Punkte schneidet; alle Flftchen dieser Art sind aber 
ebenfalls nur gradlinige. 

Drei grade Doppelpunktslinien können Flfichen vierten Grades nur in 
folgenden drei FfiUen enthalten , erstens, wenn diese drei graden Linien, in 
eine zusammenfallend, eine dreifache Linie der Flfiche bilden^ ssweitens, wenn 
zwei dieser graden Doppelpunktslinien nicht in einer Ebene liegen, die dritte 
aber diese beiden schneidet und drittens, wenn alle drei graden Doppelpunkts- 
linien durch einen und denselben Punkt gehen. Der erste und zweite dieser 
Ffllle kann aber wieder nur bei gradlinigen Flftchen Statt haben, es bleibt 
daher nur der eine Fall übrig, wo die drei graden Doppelpnnktslinien durch 
einen und denselben Punkt gehen, in welchem die Flftche vierten Grades im 
allgemeinen nicht eine gradlinige ist. Also: 

Die Flächen vierten Grades^ welche drei durch eineß und denselben Punkt 
gehende grade Doppelpunktslinien besitzen, haben die Eigenschaft, dass 
alle Tangentialebenen aus denselben Kegelschnittpaare ausschneiden. 
Die allgemeinste Form der Gleichung dieser Flfichen ist: 

Aq'r^+Bry+Cp^q'+2Dpqrs = 0, 

wo p, q, r, s beliebige lineare Functionen der Coordinaten sind, und A, B, 
C, D beliebige Constanten. Die drei Ebenen p = 0, ^ = 0, r = sind die- 
jenigen, deren drei Durchschnittslinien die Doppelpunktslinien der Flftche sind, 
der Durchschnittspunkt derselben p === 0, 9 = 0, r = ist ein dreifacher Punkt 
der Flftche. Auf dieser Flftche liegen unendlich viele Schaaren von Kegel- 
schnitten, in der Art, dass durch jeden beliebigen Punkt des Raumes eine 
ganze Schaar von Ebenen geht5 welche alle Kegelschnittpaare aus der Flftche 
ausschneiden. Alle Ebenen einer solchen Schaar hüllen einen Kegel sechsten 
Grades ein, welcher ein einhüllender Kegel der Flftche ist. Durch einen 
jeden Punkt auf der Fläche gehen unendlich viele Kegelschnitte, deren Ebenen 
einen Kegel vierten Grades einhüllen, welcher, wenn der Punkt auf einer der 
drei Doppelpunktslinieu liegt, zu einem Kegel zweiten Grades wird. 

Diese merkwürdige Art von Flftchen vierten Grades, die einzige, auf 
welcher unendlich viele Schaaren von Kegelschnitten Statt haben, hat Steiner 
vor einer Reihe von Jahren entdeckt, er hat aber nichts davon veröffentlicht, 
sondern nur Herrn Weierstrass eine Construction derselben mitgetheilt, aus 
welcher dieser ihre Gleichungen in folgender Form berechnet hat: 

^~iV' ^'"'IV"' *""iV' 

Jonrnal far Mathematik Bd.LXlV. Holt 1. 10 
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wo K, L, My N beliebige ganze Functionen zweiten Grades von zw^ nnd»- 
hSngigen Veränderlichen sind; aus dieser Form aber lassen sich die Haupt- 
eigenschaften der Flftcbe, namentiidi die drei graden Doppelpunktalinien imd 
der ihnen gemeinsame dreifache Punkt, welche in der oben ang^eheBeii Form 
klar am Ta^ liegen, aar schwer erkennen. 

Wenn die Schaar der einfach berflhrenden Ebenen, welche aus einer 
Flache vierten Grades Kegelschnittpaare ausschnmden sollen, durch -einen 
festen Doppelpunkt der Flftche hindurchgeht, so sind nur zwei der drei Dop- 
pelpunkte der Flftche, welche ausgeschnitten werden mfissen, von einer Ebene 
der Schaar zur nnderen verfinderlicb , dieselben müssen daher eine Doppel- 
pttnktslinie zt^eiten Grades bilden, und umgekehrt: 

Wenn eine Fläche eierten Qradee eine ebene Doppelpunktecmve Mweiten 

Grade9 und au8ser dieser noch einen Doppelpunkt hat^ eo sehneiden alle 

durtA diesen Doppelpunkt gehenden Tangentialebenen Kegelschnittpaare 

aus derselben aus. 

Die allgemeinste Form der Gleichung der Flftchen vierten Grades, welche 

ausser einer Doppelpunktscurve zweiten Grades noch einen Doppelpunkt haben, 

erhftlt man, indem man in der Gleichung 

y^ = 4ip'y^ 
ip und y> so wflhlt, dass t^ = einen Kegel zweiten Grades darstellt, und 
dass die Flftche . zweiten Grades ^=0 durch den Mittelpunkt des Kegels V^=0 
hindurchgeht. Der Mittelpunkt dieses Kegels ist alsdann Doppelpunkt der 
Flftche, und die Schaar der durch denselben hindurchgehenden und die Flftche 
vierten Grades berährenden Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus derselben 
ausschneidet^y jst dieselbe als die Schaar der berährenden Ebenen des Kegels 
V/ = 0. Derjenige Kegel zweiten Grades, welcher in dem festen Doppel- 
punkte an die Flftche vierten Grades sich am genausten anschliesst, kann eben- 
falls als ein solche angesehen werden, dessen Tangentialebenen, zugleich be- 
rührende Ebenen der Flftche sind, aber die Berührungspunkte derselben fallen 
überall «lit dem festen Doppelpunkte i»elbst zusammen, und jede der durch 
dieselben ausgeschnittenen Curven hat in diesem Punkte eine Spitze und ausser- 
dem zwei Doppelpunkte, ist also nicht ein Kegelschnittpaar, sondern eine irre- 
ductibie Curve vierten Grades. 

Der Fall, dass eine Schaar berührender Ebenen durch zwei feste Dop-*^ 
pelpunkte der Flftche hindurchgeht, welcher nur dann Statt haben kann, wenn 
die Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte eine auf der Flftche liegende 
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grade Linie ist, ftthrt mf k^e berandere Ait von Flfichen vierten Grades 
mit Sdiaaren von KegelsdmitteD. 



8. Die fliehen Yierten Grades, m» weldien Sohaaren von zweifaah berührendem 

Ebenen KegekchmUe ansschneiden. 

Jede sweifich berflhrende Ebene, welche ein Kegelschnittpaar aus einer 
Flflche vierten Grades ansschneiden soll, mnss nothwendig durch zwei Doppel- 
punkte der Flfldie hindurch geben. Wenn nun eine ganze Schaar solcher 
Ebenen Statl haben soll, so können dieselben nicht alle durch einen festen 
Punkt geben, die beiden Doppelpunkte mässen daher von einer Ebene der 
Schaar cur andern veränderlich sein und eine Doppelpunktscurve zweiten 
Grades bilden, also: 

Die Fiäekem werten Grade$, weldke eme ebene Deppdpunkteeuree %w^ 
Um Oradee habeny werden von allen doppelt berührenden Ebenen in Kegelr- 
eehmttpaaren geeehmlten. 
Die schon oben aufgestellte Gleichung aller Flfichen vierten Grades, welche 
dne ebene Doppelpunktscurve zweiten Grades haben, nfimlich: 

kann man auch in folgende Form setzen : 

in welcher X eine gans beliebige Constante ist. Bestimmt man diese Con- 
staute in der Art, dass die Flflche zweiten Grades 

« 

eine Kegelflftche wird, so ist diese Kegelflftche eine solche, welche die Flftche 
vierten Grades doppelt einhflllt, in der Art, dass jede Tangentialebene dieser 
Kegelflftche die Flftche vierten Grades in zwei verschiedenen Punkten berührt; 
die Schaar der diesen Kegel berflhrenden Ebenen ist also eine Schaar doppelt 
berührender Tangentialebenen der Flflche vierten Grades^ welche Kegelschnitt- 
paare aus deraelben ausschneiden. Die leicht zu entwickelnde Bedingung, dass 
1^+^+^V^O eine Kegelflflche daratelle, führt auf eine Gleichung fünften 
Grades für die Constante it, deren fünf Wurzeln fünf Kegelflflchen geben, also : 
Es giebt im allgemeinen fünf eerschiedene Kegel aweiten Gradee, deren 
TangeiUialebenen eine Fläche vierten Gradei mit einer Doppelpunktscurve 
aweiten Grades doppelt berühren ^ und Kegelsehmittpaare aus derselben 
ausschneiden. 

10» 
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Wenn die Gleichung fflnften Grades fflr X imaginäre Wurzeln hat, so werden 
die denselben entsprechenden Schaaren doppelt berührender Ebenen, welche 
Kegelschnittpaare ausschneiden, ebenfalls imaginär; wenn diese Gleichung aber 
zwei gleiche Wurzeln hat, so treten an die Stelle der entsprechenden Schaa- 
ren doppelt berührender Ebenen nur zwei singulare Tangentialebenen der 
Fläche vierten Grades, welche dieselbe in Kegelschnitten berflliren, oder auch 
eine Schaar einfach berührender Ebenen, welche aber alle durch einen festen 
Doppelpunkt 'der Fläche gehen. Hat die Fläche vierten Grades ausser der 
Doppelpunktscurve zweiten Grades noch ein oder zwei Paare von Doppel- 
punkten, deren Verbindungslinien nicht durch die Doppelpunktscurve hindurch- 
gehen, und demgemäss eine oder zwei Schaaren von nicht berührenden Ebe- 
nen, welche Kegelschnittpaare ausschneiden, so bleiben von den fünf Schaaren 
doppelt berührender Ebenen stets nur drei oder eine übrig, weil die anderen 
zn singulären Tangentialebenen der Fläche werden. 

Für die Dtfj9fitsche Cyclide hat die Gleichung fänflen Grades, welche 
die fänf Schaaren doppelt berührender Ebenen bestimmt, zwei Paare gleicher 
Wurzeln, welchen die vier singulären Tangentialebenen dieser Fläche ent- 
sprechen (von denen zwei stets imaginär sind); die fQnfle Wurzel dieser 
Gleichfing aber giebt einen wirklichen Kegel zweiten Grades, dessen Tangen- 
tialebenen Kegelschnittpaare aus der Cyclide ausschneiden« Herr Stud. SchwarsSy 
dem ich die Existenz dieser, wie ich glaube früher noch nicht bemerkten 
Schaar von Kegelschnitten auf der Cyclide mitgetheilt habe, hat gefanden, 
dass dieselbe stets eine Doppelschaar von Kreisen ist, dass also diese Fläche 
nicht nur auf zwei, sondern sogar auf vier verschiedene Weisen durch Be- 
wegung eines veränderlichen Kreises erzeugt werden kann. 

Endlich sind hier noch die gradlinigen Flächen vierten Grades zu er- 
wähnen. Die doppelt berührenden Ebenen derselben gehen stets durch zwei 
der erzeugenden Graden, sie schneiden also ausser diesen beiden graden Linien 
nothwendig noch E!egelschnitte aus, welche auch selbst wieder in zwei grade 
Linien zerfallen können. Also: 

Alle doppelt berührenden Ebenen der gradlinigen Flächen vierten Grades 
schneiden aus denselben zwei grade Linien und einen Kegelschnitt aus. 

Berlin, im Juli 1863. 
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Note zur vorstehenden Abhandlang. 

(Von Herrn WeierstrasM.) 



(Abgedruckt «us dem Honatobericht der Bediner Akademie Tom 16. Jidi 186S.) 



j^af die merkwürdige Flache, welche Herr Ktmmer in seinem Vor- 
trage als eine von iSffemer entdeckte anfahrt, ist dieser, wie ich von ihm er- 
fahren habe, gekommen, als er sich vor etwa ftnfündzwansig Jahren mit 
Untersuchungen Aber polare Beziehungen zwischen Punkten und Systemen yon 
Linien und Flftchen zweiten Grades beschäftigte. Da ich Grund habe zu be- 
zweifeln, dass sich in den hinterlassenen Papieren unseres verstorbenen Colle-' 
gen Aber diesen Gegenstand etwas Zusammenhängendes finden werde^ so möge 
es mir gestaltet sein, bei dieser Gelegenheit das mir vor einigen Jahren dar- 
aber Mitgetheilte, so unvollständig es sein möge, bekannt zu machen. 

Die erwähnten Untersuchungen hatten Steiner zu folgendem Satze ge- 
fährt, vermittelst dessen man, wenn man sich alle möglichen Flächen zweiten 
Grades denkt, jeder derselben einen bestimmten Punkt des Raumes zuordnen 
kann. 

Man nehme eine solche Fläche % willkuhrlich an^ und auf denelben einen 

festen Punkt A; zieht nujtn dann eon diesem aus irgend drei Sehnen 

AL, AM, AN, welche dreien conjugirten Durchmessern einer andern 

Fläche ^ parallel sind, und legt durch die Endpunkte L, M, N derselben 

eine Ebene, so geht diese stets durch einen Punkt P, dessen Lage — 

nachdem ^o und A fixirt sind — bloss ran der Fläche ^ abhängt, und 

der Pol der letzteren heissen möge. 

Ich muss jedoch bemerken, dass dieser interessante Satz, der sich nach 

Steiners Angabe synthetisch auf sehr einfache Weise ergeben soll, bereits im 

Jahre 1837 von Herrn Hesse veröffentlicht und analytisch bewiesen worden 

ist*). Betrachtet man nun die Schaar derjenigen Flächen 9, welche durch 

die Schnittlinie zweier bestimmten, % und ^29 gehen, und untersucht den 

geometrischen Ort ihrer Pole; so ergiebt sich, dass derselbe ein Kegel- 

schnitt ist. 



^) Crelle» Journal Bd. 18, p. 110. 
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Dieses voraasgesetsst nehme man drei Flflchen ^i, ^s, ^ an nnd denke 
sich zunftchst dnreh die Schnittlinie jsweier von ihnen eine nene gelegt, und 
dann wieder eine durch den Dnrchschnitt dieser nnd der dritten; so gelangt 
man zu einem System von Flftche 9, welche man den Ponkten einer Ebene 
in der Art zuordnen kann, dass jeder graden Linie der letzteren eine voU- 
stAndige Schaar solcher Flflchen zweiten Grades entspricht, welche eine ge- 
meinschaftliche Schnittlinie haben. Daraus folgt, nach dem vorhergehenden 
Satze, dass die Pole der ^ eine Fläche bilden, auf welcher unendlich eiele 
Schaaren eon Kegelschmtten liegen, oder welche — was dasselbe besagt — 
auf unendlich ^ieU Arten durch Bewegung eines eeränderUchen Kegelschnitts 
erzeugt werden kann. 

Diese Flflche ist nun identisch mit der von Herrn Kummer in der vor- 
stehenden Abhandlung §. 2. aufgestellten, indem sie die charakteristischen 
Eigenschaften der letzteren besitzt. Steiner hatte nftmlich gefunden, dass, 
wenn man einen der angegebenen Kegelschnitte betrachtet, in der Ebene des^ 
selben stets noeft ein nweiler liege, und daraus den Schluss gezogen, dass die 
Fläche eom vierten Grade sein mMsse. Femer hatte er erkannt, da$s die 
Ebene zweier solcher Kegelschnitte in einem der der Durchschnittsjnmkte 
derselben die Fläche berühre, und dass der geometrische Ort der drei anderen 
ein System von drei graden, in der Fläche liegenden und in einem ausgezmchr- 
neten Punkte derselben sich schneidenden Linien sei. 

Durch welche Betrachtungen Steiner diese Eigenschafien seiner Flflche 
ermittelt hat, kann ich nicht angeben. Analytisch sind sie leicht aufzufinden, 
indem man aus der hier angegebenen geometriadien Cönstruption der Flflche 
die von Herrn Kummer aufgestellte Gleichung derselben ableitet, was bei einer 
passenden Wahl der Flflchen ^t, ^aV % ^ ^^^ betrachteten System nicht 
schwer ist. 
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lieber die Stemernche Flflehe vierten Grades, 

(Von-Herm Sdurötet ca BretUo.) 



(Akgadnokt au dva lloiutttlMrieht dar B«rliii«r Akadomi« Ton SC. Not. 186t.) 



Di. „ Hm. jr»«„ Abh»dl.,i«: ^ ^ FM^ .ierU. Or«. 
de9, amf wdekem Sekaaren ron Kegelschmitten ÜegetC* *) hinxagefBgten Bemer- 
kimgeii des Herrn Weier$tra$$ hinsichtlich der synthetischen Betrachtungen, 
welche Steiner zu jener merkwürdigen Flfiche vierten Grades geführt haben, 
deren simmtliche Berflhmngsebenen Kegelschnittpaare ausschneiden — wurden 
mir eme Veranlassung, den dort angedeuteten Weg weiter eu yerfolgen und 
ich erlaube mir, die Ergebnisse dieser Untersuchung in dem Folgenden mit- 
zutheilen. 

1. Wenn man in der Ebene eines Kegelschnitts zu einem beliebigen 
Funkte x die Polare X bestimmt, auf derselben einen Punkt y nimmt und 
dessen Polare Y beMimmt, so ist der Schnittpunkt s von X, Y der Pol d^r 
Geraden Z, welche x, y verbindet. Solche drei Punkte heissen ein Tripel 
conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt. HAlt man x fest und ver- 
ftndert y auf X, so verändert sich auch «; die Punktenpaare y, s bilden ein 
Punktsystem (Involution) auf JT^ folglich die Strahlenpaare Y, Z ein, mit jenem 
perspectivischeä Strahlsystem. Lässt man den Punkt x die ganze Ebene durch- 
wandern, so durchstreift auch X die ganze Ebene ; sie durchlaufen zwei auf 
einander liegende Gebilde von doppelter Unendlichkeit: ein Punktenfeld und 
Strahlenfeld, die in reciproker Beziehung zu einander stehen und in beson- 
derer Weise auf einander liegen. Ein solches Doppelgebilde heisst ein ebenes 
Polanystem und kann auch aufgefasst werden als eine Unendlichkeit von Tri- 
peln in Bezug auf den Kegelschnitt. Dieser erscheint in der Ebene des Po- 
larsystems nur als der Ort solcher besonderen Punkte x^ deren Polaren X 
durch sie selbst hindurchgehen. 

Nimmt man von irgend einem Punkte des Raumes aus die Per^ 
spective eines ebenen Polarsystems, so erhfilt man in ein Doppelgebilde 
von zwei in gewisser Weise concentrisch liegenden, reeiproken Bflndeln, 
einem Strahlenbflndel und einem Ebenenbflndel ; ein solches Doppelgebilde 



^) Monatsbericht d^r Berliner Akademie vom 16. Juli 1863. 
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heisse ein Polarbündel und kann auch anfgefasst werden als ans nnendlich 
vielen Dreikanten (Tripeln conjngirter Strahlen) bestehend, die alle in dem 
gemeinsamen Mittelpunkte des Polarbflndels zusammenlaufen und durch je ein 
Tripel des ebenen Polarsyslems gehen. 

Wenn man von allen Punkten x einer Ebene E die Polarebenen in Bezug 
auf eine beliebige Oberfläche zweiter Ordnung bestimmt, die sftmmtlich durch 
einen Punkt 0, den Pol von E laufen, und wenn die Polarebene von xmX 
die Ebene E schneidet, so bilden x, X ein ebenes Polarsystem, der Strahl 
Ox und die Polarebene zu x ein mit demselben perspectivisches Polarbflndel. 
Das ebene Polarsystem ist auch hinsichtlich des Kegelschnitts, in welchem E 
von der Flfiche zweiter Ordnung geschnitten wird, ein ebenes Polarsystem; 
es hört aber nicht auf, reell zu bestehen, wenn der ganze Kegelschnitt ima- 
ginftr ist. Jede Ebene im Räume enthalt daher in Bezug auf die Oberflftche 
zweiter Ordnung ein bestimmtes ihr zugehöriges Polarsystem und jeder Punkt 
im Räume ist Mittelpunkt eines bestimmten ihm zugehörigen Polarbflndels; 
beide liegen perspectivisch, wenn Punkt und Ebene Pol und Polarebene sind. 
Wenn insbesondere die Ebene E die unendlich -eulfemte ist, so ist der Pol 
derselben in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung der Mittelpunkt der letz- 
teren; das Polarbflndel, welches ihm zugehört, als eine Unendlichkeit von 
Dreikauten anfgefasst, ist das System der conjugirten Durchmesser der Fläche. 

2. Der a. a. 0. von Herrn Weierelraes mitgetheilte erste Stemersohe 
Satz lautet in dem angegebenen Sinne erweitert, folgendermaassen : 

Weim nmn den Mittelpunkt eines PolmrbUndeb in eine Fläche stoeiter 
Ordnung verlegt, $o geht die Verbindungsebene solcher drei Punkte^ in welchen 
jedes Tripel eoiyugirter Strahlen dieselbe trifft, durch einen festen Punkt, und 
dies ist die unmittelbare Ausdehnung dee bekannten Satzes in der Ebene: 

Wenn man den Mttelpunkt eines Sirahlsystems in die Peripherie eines 
Kegelschmtts verlegt, so geht die Verbindungslinie solcher iswei Punkte, in 
welchen je zwei conjugirte Strahlen des Strahlsgstems den Kegelschnitt treffen, 
durch einen festen Punkt. 

Nehmen wir zum Beweise einen beliebigen Strahl a und die conjugirte 
Ebene A des Polarbflndels und treffe ersterer die Fläche zweiter Ordnung 
F^^ in a und letzlere in dem Kegelschnitt Sl^\ so werden alle Strablenpaare 
b, c in der Ebene A, welche mit a zusammen ein Tripel conjugirter Strahlen 
des Polarbflndels sind, ein Strablsyslem bilden und daher den Kegelschnitt 
9[(') in Punklenpaaren treffen, deren Verbindungslinien durch einen festen 
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Punkt a laufen. Die Verbindungsebenen der Durchschnittspunkte von F^^ mit 
solchen drei Tripelstrahlen, deren einer a fest bleibt, während die beiden 
anderen b, c in der Ebene A variiren, laufen daher durch eine feste Gerade 
aa. Denken wir uns die Tangentialebene 7 im Punkte an F^^ und den 
derselben conjugirten Strahl t im PolarbAndel bestimmt, so muss letzterer die 
Gerade aa treffen ; denn da die Schnittlinie s von T und A Tangente an W^^ 
ist und der dritte Tripelstrahl a zn a und s erhalten wird, indem wir eine 
Ebene durch a, t legen, die A in a schneidet, so muss die Verbindungslinie 
der Schnittpunkte des Paares s, a mit 81^^ a selbst sein also durch a gehen, 

d. h. die durch a und t gelegte Ebene enthält a, also aa wird von t getroffen. 
Dasselbe gilt von allen auf gleiche Weise wie aa construirten Geraden. Neh- 
men wir nun im Polarbändel ein beliebiges zweites Paar b, B, welche in 
dem Punkt S und dem Kegelschnitt Sß^^ der Fläche F^^^ begegnen, und sei ß 
der Punkt in der Ebene B, welcher in derselben Weise wie a in ^ erhalten 
wird, so mfissen nicht nur aa und iß von t getroffen werden, sondern auch 
sich selbst treffen. Die Ebenen A, B schneiden sich nämlich in einem Strahle 

e, dessen conjugirte Ebene C die durch a, b gelegte ist ; der conjugirte Strahl 
zur Ebene (a^ e) ist die Schnittlinie (A, C) und treffe F^^ in a'; der conju- 
girte Strahl zu {b,c) ist die Schnittlinie (ß^C) und treffe F^> in V\ die 
Linien aa' und BB', welche in der Ebene C liegen , treffen sich in y^ und zy 
ist offenbar wiederum eine Linie der Art, wie aa und iß, muss also auch 
der Geraden t begegnen. Da nun die drei nach caa' hingehenden Strahlen 
ein Tripel conjugirter Strahlen des Polarbfindels sind, so muss a auf ca' lie- 
gen, also aca'a in einer Ebene und da y auf aa' liegt, aa und zy in einer 
Ebene; aus gleichem Grunde auch iß und cy in einer Ebene; wenn nun aa 
und iß sich nicht träfen, so mässte die feste Gerade t, weil sie alle drei 
Geraden aa, iß, cy treffen muss, entweder in der durch aa, cy oder in der 
durch ißy cy bestimmten Ebene liegen und durch den Schnittpunkt der jedes- 
maligen anderen Geraden gehen. Die Paare a, A und b, B sind aber ganz 
willkflhrlich gewählt; verändern wir daher das eine, während wir das andere 
festhalten, so mfisste t entweder mit aa oder mit iß zusammenfallen, was 
widersinnig ist. Es müssen also aa und iß selbst sich treffen und da l im 
Allgemeinen nicht mit beiden zugleich in derselben Ebene liegen wird, so 
muss t durch den Schnittpunkt beider hindurchgehen. Verändern wir nun 
das eine Paar b, B beliebig im Polarbflndel, so müssen alle Geraden iß durch 
einen festen Punkt, den Schnittpunkt von t mit aa^ gehen, also überhaupt die 
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Yerbindnngsebenen der Durch schnittspunkte von F^^ mit je drei Tripelstrahlen 
des Polarbflndels dnrch einen festen Punkt laufen, w. z. b. w. 

3. Wenn in der Ebene ein Büschel von Kegelschnitten K^\ welche 
durch dieselben vier (reellen oder imaginfiren) Schnittpunkte von zweien der- 
selben hindurchgehen, gegeben ist, so bestimmt jeder dieser Kegelschnitte ein 
ebenes Polarsystem (1.) und wenn wir eine Fläche F^^ mit einem auf ihr 
befindlichen Punkt beliebig annehmen, so liefert nach dem vorigen Satze 
(2.) jedes Polarsystem einen gewissen Punkt s im Ranme als Durchschnitts- 
punkt solcher Ebenen, welche je drei Schnittpunkte der Fläche F^^^ mit drei 
von nach den Tripeln des Polarsystems hin gezogenen Strahlen verbinden. 
Da also zu jedem Kegelschditte K^'^^ des Bfischels ein bestimmter Punkt s im 
Räume zugehört, so können wir nach dem Orte der Punkte $ für sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels fragen. Bekanntlich haben alle Kegelschnitte eines 
Büschels ein gemeinschaftliches Tripel (Diagonalpunkte des von den vier Mit- 
telpunkten des Büschels gebildeten vollständigen Vierecks) ; also wird diejenige 
Ebene, welche die Durchschnittspunkte von F^^ mit den drei von nach dem 
gemeinschaftlichen Tripel gezogenen Strahlen verbindet, alle Punkte s ent- 
halten; um nun einen Punkt s zu erhalten, ist es nur noch nöthig, die Tan-» 
gentialebene in an F^^^ zu legen, welche die Ebene des Kegelschnittbflschels 
in einer Geraden S schneiden wird, alsdann den Pol von S in Bezug auf einen 
Kegelschnitt des Büschels mit zu verbinden und den Schnittpunkt s dieser 
Verbindungslinie mit der vorhin ermittelten Ebene zu fixiren. Die sämmtlichen 
Pole von S in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels liegen aber bekannt- 
lich auf einem bestimmten Kegelschnitt ff, der durch das gemeinschaftliche 
Tripel des Büschels hindurchgeht und der gesuchte Ort der Punkte e ist, daher 
der Durchschnitt der vorhin ermittelten Ebene mit den von nach dem Kegel- 
schnitt St gezogenen Kegelstrahlen, folglich ein Kegelschnitt. Dies kommt mit 
dem zweiten von Herrn Weierslraas a. a. 0. mitgetheilten Satze überein, 
denn ein ebenes Polarsystem wird sowohl durch einen Kegelschnitt bestimmt, 
als auch durch eine beliebige Fläche zweiten Grades, die jenen Kegelschnitt 
enthält (1.); zu einer solchen Gruppe von Polarsystemen, wie sie zuletzt be- 
trachtet ist, hätten wir anstatt mittelst eines Kegelscbnittbüschels auch mittelst 
eines Büschels von Flächen zweiter Ordnung gelangen können, welche durch 
dieselbe Raumcurve vierter Ordnung (Schnittcurve zweier bestimmter Flächen) 
gehen. Die erstere Auffassung scheint aber bequemer zu sein, weil dabei 
nur in der Ebene zu operiren ist und wir werden sie daher auch im Fol- 
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genden festhalten, da die Allgem^ingültigkeit des Resultates nicht beeinträchtigt 
wird, obschon die Betrachtung nur für den Fall der Realität von Theilen der 
Figur, welche auch imaginär werden können, durchgeführt ist. 

4. Sind drei beliebige Kegelschnitte A^ B^ C in der Ebene gegeben, 
so ist der Ort solcher Punkte, deren drei Polaren in Bezug auf jene sich in 
einem Punkte treffen eine allgemeine Curee dritten GradeSy welche durch die 
gemeinschaftlichen Tripel der paarweise asusammengenommenen Kegelschnitte 
{Aj B) {By C) (C, A) hindurchgeht und durch diese 9 Punkte toUständig bei- 
stimmt wird*). 

Seien aa'a", ßßß'\ rrV ^i« gemeinschaftlichen Tripel der Kegel- 
schnittpaare {ByC)^ (^^^)) {^9^)^ s^i ^ ^^^^ beliebige Gerade, deren Pole 
in Bezug anf A, B, C respective a, b, c heissen mögen upd bewegen wir 
anf G einen veränderlichen Punkt P, dessen Polaren in Bezug auf A, B, C 
respective a, b, c seien, so dreht sich a um a, 6 um B, e um c und a, b, c 
beschreiben drei mit der von P durchlaufenen Punktreihe projectivische Strahl- 
bflschel ; der Ort des Schnittpunktes (b, c) ist daher ein Kegelschnitt, welcher 
durch aa'a"hc^ der Ort des Schnittpunktes (c^a) ein zweiter Kegelschnitt, 
welcher durch ßß^ß'^a geht; beide Kegelschnitte haben den Punkt c mithin 
noch drei andere Punkte QQ'Q" gern ein, welche die verlangte Eigenschaft be- 
sitzen, dass für drei gewisse Punkte PP'F' der Geraden die drei Polaren 
in Bezug auf die gegebenen Kegelschnitte sich in je einem der Punkte Q, 
Q'y Q" treffen. Ein solches Paar P^, Q heissen conjugirte Punkte, weil auch 
die Polaren von Q in Bezug auf die drei gegebenen Kegelschnitte durch P 
laufen. Die conjugirten Punkte PP'F' sind auf der Geraden G leicht zu be- 
stimmen, sobald man QQ'Q" gefunden hat. Sobald nämlich P, Q ein Paar 
conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt A sind (d. h. zwei solche 
Punkte, dass die Polare von P durch Q und also auch durch die Polare von 
Q durch P geht) und FQ' ein zweites Paar conjugirter Punkte in Bezug auf 
denselben Kegelschnitt , so ist leicht zu erweisen , dass die beiden Schnitt- 
punkte der Verbindungslinien {PP\ QQ') und {PQ^ QF) nothwendig ein drittes 
Paar conjugirter Punkte in Bezug auf denselben Kegelschnitt sein müssen. Da 
nun diese Eigenschaft für unsere Punkte P, Q und FQ' in Bezug auf alle 
drei Kegelschnitte A, B, C stattfindet, so gilt sie auch für das dritte Paar. 



*) Dieser Satz ist von Herrn Hesse im XXVIII. Bande dieses Journals Seite 105 
angegeben und analytisch bewiesen. 

11* 
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Es giehi aber auf der Geraden PF oder G nur einen einzigen dritten Pnnkt 
F', dessen drei Polaren sich in demselben Punkte Q" treffen, folglich muss 
F' der Schnittpunkt sein, in welchem QQ' die Gerade trifft und Q" der 
Schnittpunkt von PQ' und QF d. h. P, F, F' sind diejenigen drei Punkte, 
in welchen die Seiten des Dreiecks QQ'Q" der Geraden begegnen und 
zwar liegen QQ'F', Q'Q"P, Q'^QF in je einer Geraden oder die sechs Punkte 
PFF'QQ'Q" sind die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits. 

Da auf der beliebigen Geraden G nur drei Punkte der verlangten 
Eigenschaft existiren, so ist der Ort sämmtlicher Punkte P, Q eine Curve 
dritten Grades, welche sich auch in folgender A^' eise construiren lässt : denken 
wir uns die Gerade G um einen beliebigen festen Punkt gedreht, so ver- 
ändern sich mit ihr die Punkte QQ'Q"; von den beiden Kegelschnitten, deren 
jedesmalige Schnittpunkte sie sind, geht der erste durch die drei festen 
Punkte aa'a", während die beiden Punkte B und c auf den Polaren von in 
Bezug auf B und C zwei gerade Punktreihen durchlaufen; da der Schnitt-* 
punkt a^^ dieser beiden Polaren nothwendig auch auf dem Kegelschnitte liegt, 
so beschreibt dieser bei seiner Veränderung ein Kegelschnittbaschel von vier 
festen Punkten aa!a!'o^ ; ebenso beschreibt der zweite Kegelschnitt ein Büschel 
von vier Punkten ß(¥iTß^i^ wenn ß^ den Schnittpunkt der Polaren von in 
Bezug auf die Kegelschnitte C und A bezeichnet; der veränderliche Punkt c, 
den beide Kegelschnitte gemein haben, liegt auf der festen Verbindungslinie 
au/?o der Polare von in Bezug auf C, Hieraus folgt, dass die beiden 
Büschel projectivisch sind, also der Ort ihrer drei anderen jedesmaligen 
Schnittpunkte QQ'Q'' eine allgemeine Curve dritten Grades ist, welche durch 
aa'a!*ßß'ß", aber nicht durch cfü/?ü geht. Die Punkte yy^ des gemein- 
schaftlichen Tripels von A und B liegen auch auf dieser Curve dritten Grades, 
denn die Polaren von y in Bezug auf A und B fallen zusammen in die Linie 
yy'\ folglich schneiden sich alle drei Polaren von y in Bezug auf A, B, C 
in einem Punkte. Durch die neun Punkte aa'a"ßß'ß"yy'y' ist die Curve 
dritten Grades vollständig bestimmt d. h. es können keine zwei Curven dritten 
Grades durch dieselben gehen; sonst mOssle nämlich ein ganzes Büschel Curven 
dritten Grades hindurchgehen und da aaa^ßß'ß'* sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts sind, weil zwei Tripel desselben Kegelschnitts C immer auf einem 
Kegelschnitt liegen, so mfissten yy'y" auf einer Geraden liegen; dies ist aber 
unmöglich, weil drei Tripelpunkte im Allgemeinen nicht in einer Geraden liegen; 
also kann nur eine Curve dritten Grades durch jene neun Punkte gehen. 
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Aus dem Vorigen folgt zugleich, dass ein dritter durch die Punkte 
yyY'db gelegter Kegelschnitt die Punkte QQ'Q" enthalten muss; und da dieser 
Kegelschnitt auch als der Ort der Pole der Geraden G in Bezug auf sfimmt- 
liehe Kegelschnitte des durch A und B bestimmten Büschels angesehen werden 
kann, so folgt ein Salz, von dem wir später Gebrauch machen: 

Drei beliebige Kegelschnitte A, B^ C bestimmen drei Büschel {B, C)^ 
{C^A)^ {AyB)\ die Pole einer Geraden G in Be^ug auf alle Kegelschnitte 
eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitt; die auf diese Weise für die drei 
Büschel erhaltenen Kegelschnitte laufen durch dieselben drei Punkte. 

5. Die drei Kegelschnitte A, B, C geben zu zweien combinirt drei 
Kegelschnittbflscheln {B,C)^ C^:»^)? (^^^) ihi*^ Entstehung; die vorhin er- 
mittelten Punkte QQ'Q" als die conjugirten zu gewissen drei auf einer ge- 
gebenen Geraden G liegenden PFP" stehen noch in folgender merkwürdigen 
Beziehung zu den Büscheln. Die Polaren von Q in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels (B, C) gehen durch P, folglich wird die Gerade PQ'Q'' 
die Polare von Q in Bezug auf einen besondern Kegelschnitt 81 des Büschels 
{B^ C) sein und ebenfalls in Bezug auf einen besondern Kegelschnitt 3 des 
Büschels {CyA) und einen besondern S des Büschels {A^B). Die Kegel- 
schnitte SI^S sind vollständig und eindeutig durch diese Bedingung bestimmt. 
Für die beiden Kegelschnitte Sl und 93 muss daher Q ein Punkt des gemein- 
samen Tripels sein und Q^Q'^ seine Polare; die Polare von Q' in Bezug auf 
91 und @ muss daher durch Q gehen, zugleich aber auch durch P^y den con- 
jugirten Punkt zu Q' in Bezug auf alle drei Kegelschnitte Ay B, C also auch 
in Bezug auf Sl und 9; da nun FQQ" in einer Geraden liegen, so ist QQ'^ 
die Polare von Q' für beide Kegelschnitte 81 und S, folglich QQ'Q" das ge- 
meinsame Tripel der Kegelschnitte Sl und SO und in gleicher Weise der Kegel- 
schnitte ^93 und £; diese drei neuen Kegelschnitte SISS müssen daher dem- 
selben Büschel angehören, weil zwei Kegelschnitte immer nur ein gemein- 
schaftliches Tripel haben können. Da nun umgekehrt leicht einzusehen ist, 
dass zwei beliebige den Büscheln {B, C) und (C^ A) entnommene Kegelschnitte 
% und S ein gemeinsames Tripel QQ'Q" haben, welches auf der in (4.) er^ 
mittelten Curve dritten Grades liegen muss, so folgt zunfichst ein Satz, von 
welchem spfiter Gebrauch gemacht wird: 

Sind B, C, 81 drei Kegelschnitte eines Büschels und C, A, e drei 
Kegelschnitte eines zweiten Büschels, welches den Kegelschnitt C mit dem 
UMfigen gemein hat, so giebt es einen Kegelschnitt S, der sowohl m dem durch 
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A und B bestbiAmten BUechel, tüs auch in dem durch H und 9 bestimmten 
Büschel liegt, d. h. die acht Mittelpunkte der Büschel {Äj B) und {% SS) liegen 
auf einem Kegelschnitt S, und weiter, da 3( und $3 zwei willkührlich aus den 
drei Büscheln {BjC\ {CyA\ {ÄyB) entnommene Kegelschnitte bedeuten, deren 
gemeinschaftliches Tripel QQ'Q" ist, dass der Ort dieser unendlichen Mannig- 
faltigkeit von Tripeln ein und dieselbe Curve dritten Grades ist, welche bereits 
(4.) als der Ort der in Bezug auf die drei Kegelschnitte A, B, C gleichzeitig 
conjugirten Punktpaare P, Q gefunden wurde. Diese Curve heisse daher 
kurzweg Tripelcurce und solche drei Punkte, wie QQ'Q'* ein Tripel der Tripel^ 
curee. Also : 

Ein Tripel QQ'Q" der Tripelcuree liegt immer so auf derselben , dass 
die drei ihnen conjugirten Punkte PP'P" auf einer Geraden sich befinden und 
die jedesmaligen dritten Schnittpunkte der Dreiecksseiten des Tripels QQ'Q" ^ 
mit der Tripelcurve sind^) 

und auch umgekehrt. Die sechs Punkte PFF'QQ'Q" bilden daher zu dreien 
vier Tripel der Tripelcurve und liegen zu dreien auf vier Geraden: 

QQ'Q" ein Tripel PPF' auf einer Geraden 
QP>p" _ - pQ'Q" _ - . 

Q'P"p - - p>Q"Q _ _ 

gopf - _ p"QQ' _ _ 

6. Die drei Kegelschnitte A, B, C geben nicht nur drei Bflscheln 
{B, C) {Cy A) {Ai B) ihre Entstehung sondern unendlich vielen, indem irgend 
drei aus letzteren herausgenommene Kegelschnitte wiederum drei Bflschel be- 
stimmen u. s. f. Die Totalitat der allen diesen Bflscheln angehörenden Kegel- 
schnitte heisst ein Kegelschnittnetz : um dieselben anschaulicher zu übersehen, 
denken wir uns aus dem Büschel (B, C) einen ver&nderlichein Kegelschnitt 
3[ entnommen, denselben mit A zur Bildung eines neuen Büsc;hels, {A, $[) zu- 
sammengestellt und dann die Kegelschnitte des Büschels {A, 91) aufgefasst; 
indem wir 31 sich verändern lassen, erhalten wir unendlich viele Büschel also 
eine Schaar-Schaar von Kegelschnitten, welches die sümmtlichen Kegel- 
schnitte des Netzes sind. Selbstverständlich gehören dem Netze auch ABC 
an und es lässt sich zeigen, dass wenn wir drei beliebige andere Kegelschnitte 
des Netzes, die nicht demselben Büschel angehören, in der eben angegebenen 



*) Vergl. Steiner: Sätze über Ourven zweiter und dritter Ordnung in diesem 
Journal Bd. XXXIX, Seite 300 ff. 
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Weise zur Bildung des Netzes verwenden*, keine neuen Kegelschnitte mehr 
hervorgehen, sondern nur die früheren, aber m anderer Anordnung zu BOscdieln 
vereinigt. Nehmen wir zunächst eiaen beliebigen Kegelschnitt Sß aus dem 
Bflschel (C, A) und bilden das verfinderliche Bflschel (J7^93), so muss, weil 
S, C, 81 einem Büschel und C^ A^ ^ einem zweiten BOschel angeboren, 
welches mit dem ersten den Kegelschnitt C gemein hat, nach dem vorhin 
(5.) bewiesenen Satze ein Kegelschnitt existiren, der den Bflscheln {A^ 9L) and 
{B,^) gemeinschaftlich ist. Verfindem wir nun 8(, so giebt es in jedem 
Bflschel {Ay %) einen Kegelschnitt, der bei beliebig gewählten ® dem Bflsohel 
{B,^) angehört und umgekehrt ver Andern wir 9, so giebt es in jedem 
Bflschel {B. $) einen Kegelschnitt, der bei beliebig gewfthltem 81 dem Bflschel 
{Ay %) angehört; also jeder Kegelschnitt aus dem verflnderlichen Bflscbel 
{A, 9) ist gleichzeitig in den aus dem verflnderlichen Bflscbel {By 9) hervorr^ 
gehenden Kegelschnitten enthalten und umgekehrt, also, die Schaar - Sohaer 
von Kegelschnitten ist dieselbe, ob wir {B^ C) und Ay oder (C^ A) und B^ 
oder {A, B) und C zur Bildung des Netzes verwenden. Nehmen wir zweitens 
irgend einen Kegelschnitt D , der einem bestimmten Bflschel {Ay SIq) der un- 
endlich vielen Bflschel {Ayfi) angehört, heraus, so liegen einmal Dy Ay 9o 
in einem Bflschel. zweitens auch J9^ 9, 8(u in einem Büschel (ByC)^ also 
haben nach dem obigen Satze (Ay %) und (By D) einen Kegelschnitt gemein 
d. h. alle Bflschel {A, 80 können auch bestimmt werden durch Kegelschnitte 
aus dem Bflschel {By t)) und umgekehrt, d. h. {By C) und Ay oder (B^ D) und 
A znr Bildung des Netzes verwendet liefern dieselbe Schaar-Schaar von 
Kegelschnitten. Hieraus ergiebt sich , dass ebenso wie {A. B) und C auch 
{AyB) und D dieselbe Schaar-Schaar liefert und folglich auch (ByD) und A, 
oder {By D) und Ey oder {Dy E) und By oder {Dy E) und F, wenn D, E, F 
drei beliebige Kegelschnitte des Netzes sind, die nicht demselben Bflschel an-* 
gehören, w. z. b. w. *) 

7. Sind Py Q gleichzeitig conjugirte Punkte in Bezug auf jeden der 
drei ursprünglichen Kegelschnitte Ay By Cy so dass also für jeden die Polare 
von P durch Q geht und umgekehrt, dann ist es ersichtlich, dass sie in Be- 
zug auf alle Kegelschnitte des Netzes conjugirte Punkte sein werden. Die 
Tripeicurve ist also immer dieselbe, welche drei Kegelschnitte des Netzes 



*) Die Scbaar-Schaar Kegelschnitte eines Netzes werden analytisch durch die 
Gleichung fJ^ltp-^fMip^O reprSsentirt, wof=^0, 9 = 0, i^s=:0 die Oleichangen 
dreier beliebiger Kegelschnitte und X, /i zwei willkührlicbe Censtanten bedeuten. 
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man auch zur Bildung desselben wfihle ; sie enthält mithin sämmtliche gemein- 
schaftlichen Tripel irgend zweier Kegelschnitte des Netzes und da sich die 
letzteren in unendlich mannichfacher Weise zu Büscheln zusammenfassen lassen, 
so giebt es auch eine unendliche Mannichfaltigkeit von Tripeln der Tripel- 
curve. Irgend zwei Punkte Q und Q'^ willkahrlich auf der Tripelcurve ge- 
wählt, können als zwei Punkte des gemeinschaftlichen Tripels eines bestimmten 
Büschels des Netzes aufgefasst werden und es giebt dann nnr ein einziges 
Büschel, welches zu seinem gemeinschaftlichen Tripel dieses willkührlich ge- 
wählte Tripel der Tripelcnrve hat; man erhält den dritten zugehörigen Tripel- 
pnnkt Q", indem man zu Q nnd Q' respective die conjugirten Punkte P und 
P* auf der Tripelcurve aufsucht und den Schnittpunkt von PQ' und QP* be- 
stimmt, welcher Q" ist. Das diesem Tripel QQ'Q" zugehörige Büschel des 
Netzes erhält man, indem man denjenigen Kegelschnitt Sl des Büschels (B, C) 
aufsucht, für welchen Q und PQ^ Pol und Polare sind und ebenso denjenigen 
bestimmten Kegelschnitt S des Büschels (C^ A) für welchen dasselbe statt- 
findet; die beiden Kegelschnitte % nnd 9 bestimmen das gesuchte Büschel, 
wie aus 5. folgt. Nimmt man nur einen Punkt Q willkührlich auf der Tripel- 
cnrve, so giebt es unendlich viele Tripel derselben, welche den Punkt Q 
enthalten; die Verbindungslinie der jedesmaligen beiden anderen Tripelpunkte 
läuft durch einen festen Punkt P der Tripelcurve, den conjugirten zu Q. 

Fassen wir zwei beliebige Tripel QQ'Q" und QiQ'iQ'l der Tripelcurve 
auf, so lassen sich nach dem Vorigen die beiden Kegelschnitte 3[ und S re- 
spective aus den Büscheln {B, C) und (C^ Ä) ermitteln, fOr welche QQ'Q" das 
gemeinschaftliche Tripel ist und gleichfalls aus denselben beiden Büscheln die 
Kegelschnitte Sli und $3i, deren gemeinschaftliches Tripel QiQ'iQ'l ist; da nun 
C, a, «1 einem Büschel (5, C) und C, S, »^ einem Büschel {C,A) ange- 
hören, und der Kegelschnitt C beiden Büscheln gemeinschaftlich ist, so müssen 
nach dem obigen Satze (5.) die Büschel (9,3) und (9li,8i) einen Kegel- 
schnitt gemein haben. Hieraus folgt: 

ZtreJ beliebige Büschel des Netzes haben immer einen und nur einen 
Kegelschnitt gemein. 

Da in Bezug auf diesen gemeinschaftlichen Kegelschnitt sowohl QQ'Q" 
als auch Q^ Q[ Q'i ein Tripel ist und zwei Tripel eines Kegelschnitts bekanntlich 
immer selbst auf einem Kegelschnitte liegen, so folgt: 

Irgend zwei Tripel der Tripelcurve liegen immer auf einem Kegel^ 
schnitt. 
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Aber anch umgekehrt wird ein durch die drei Punkte eines Tripels 
der Tripelcurve willkührlich gelegter Kegelschnitt dieselbe in drei neuen 
Punkten treffen, von denen nach dem Vorigen zwei als Tripelpunkte eines 
bestimmten andern Tripels angesehen werden dürfen; der dritte zugehörige 
Tripelpunkt muss aber sowohl auf dem Kegelschnitt nach dem letzten Satze, als 
auch auf der Tripelcurve liegen, mithin der sechste Schnittpunkt sein; daher: 

Ein beliebiger durch ein Tripel der Tripelcurve gelegter Kegelschnitt 
triffst dieselbe in drei neuen Punkten, welche wieder ein Tripel der Tripel- 
curve bilden. 

Die Totalitfit sfimmllicher Tripel der Tripelcurve Ifisst sich hiernach 
leicht umfassen durch die Schaar - Schaar von Kegelschnitten, welche durch 
drei feste Punkte irgend eines Tripels hindurchgehen, und da zu jedem Tripel 
der Tripelcurve nur ein einziges Büschel des Netzes gehört, so haben wir 
auch eine Schaar- Schaar von Büscheln des Netzes. In diesen vertheilen sich 
aber die Kegelschnitte des Netzes, indem sie sich in verschiedenen Büscheln 
immer wieder reproduciren , derart, dass sie auch nur eine Schaar- Schaar 
bilden. 

Nennen wir den Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf alle Kegel- 
adinitte eines Büschels den Pölarkegelschnitt der Geraden, so sagt der am 
Schlüsse von (4.) bewiesene Salz aus, dass die drei Polarkegelschnitte einer 
Geraden in Bezug auf die drei Büschel {B,C)^ (P»^)^ {^y^) sich in den- 
selben drei Punkten treffen und lässt sich jetzt' dahin verallgemeinern, dass 
die Polarkegetschmtte derselben Geraden in Bezug auf sämmtliche Büschel 
eines Netzes durch drei feste Punkte gehen, welche ein Tripel der Tripelcurve 
bUden wul die conjugirten Punkte zu den drei Schnittpunkten der Geraden mit 
der Tripelcurre sind. 

Denn nehmen wir aus den Büscheln {B, C) und {C, A) zwei beliebige 
Kegelschnitte ^ und S heraus, so bestimmen (C, ^) dasselbe Büschel wie 
(B, C) und (C, 8) dasselbe wie (C, A) , folglich muss der Polarkegelschnitt 
der Geraden für das neue Büschel (91, B) durch die vorigen drei festen Punkte 
gehen w. z. b. w. *). 

8. Wir kehren jetzt zu der in (4.) abgebrochenen Betrachtung zurück. 
Nehmen wir auf einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung F^^ einen festen 



*) Die Eigenschaften der Tripelcurve sind von Hrn. Hesse auf aualytiscb^pi Wege 
abgeleitet worden. Vergl. den Aufsatz: Ueber Curven dritten Grades etc. in diesem 
Jonmal Bd. XXXVI, p. 143 etc. 

Joornal fOr Mathematik Bd.LXIV. Heft 1. 12 
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Punkt und denken uns in einer Ebene E ein Kegelschnittnetz mit seiner 
Schaar-Schaar von Kegelschnitten gegeben, so wird jeder Kegelschnitt des- 
selben in der Ebene E ein Polarsystem bestimmen, welches mit verbunden 
ein Polarbflndel giebt, und nach dem Satze (2.) liefert ein solches einen be-* 
stimmten Punkt s im Räume. Wir fragen nach dem Ort derjenigen Punkte 
Sy welche sämmtlichen Kegelschnitten des Netzes entsprechen. Nach dem 
froheren Satze (3.) liegen solche Punkte s, welche den Kegelschnitten eines 
Büschels entsprechen, selbst auf einem Kegelschnitt R und da die Kegelschnitte 
des Netzes sich in doppelt unendlicher Weise zu Bfiscl^eln zusammenfassen 
lassen (7.)^ so bilden die Punkte s des gesuchten Ortes doppelt unendlich viele 
Kegelschnitte j(, die in gewisser Weise im Räume vertheilt sind. Um einen 
solchen Kegelschnitt ß zu erhalten, haben wir nach (3.) nur nöthig, die Tan^ 
gentialebene an F^^ in zu construiren, welche die Ebene E in dier Ge- 
raden t schneide; dann wird der Polarkegelschnitt von t in Bezug auf ein 
Bflschel des Netzes mit verbunden einen Kegel liefern, welcher die Yer- 
bindungsebene der drei Schnittpunkte der F^^ mit den von nach dem ge- 
meinschaftlichen Tripel des Bäschels hingehenden drei Strahlen in dem ge- 
suchten Kegelschnitte ß schneidet. Da nun nach (7.) die Polarkegelschnitte 
der Geraden l in Bezug auf alle Bflschel des Netzes durch drei feste Punkte 
QiiQiQö gehen, so müssen alle Kegel, welche mit diesen Polarkegelschnitten 
verbinden, durch drei feste Strahlen OQo^ OQi^ OQo gehen, welche gg'g" 
heissen mögen, und da jeder Kegelschnitt St des gesuchten Ortes auf einem 
solchen Kegel liegen muss, so treffen aUe Kegelschmtte St dieselben drei festen 
Geraden gg'g'^, welche in zusammenlaufen. 

Diese drei Geraden erscheinen selbst doppelt gezählt als drei specielle 
Kegelschnitte St des gesuchten Ortes (zusammenfallende Linienpaare), denn 
seien PoPltPo diejenigen drei Punkte, in welchen t der Tripeicurve des Netzes 
begegnet, so sind sie nach (5.) die coujugirten Punkte der Tripeicurve zu 
QoQoQ'o lind OS bilden diese sechs Punkte vier Tripel der Tripeicurve: 

QoQoQo^ QuFqPq^ Q^P\}Pa^ QüPoPii' 

Nehmen wir das Tripel QoPliP'o verbinden es mit und suchen die 
drei Schnittpunkte dieser Strahlen mit F^^ auf, so fallen zwei derselben in 
hinein, weil OFF' Tangentialebene an F^^ ist, der dritte aber ist der Schnitt- 
punkt von OQo oder g mit F^^^; die Yerbindungsebene dieser drei Schnittpunkte 
wird also unbestimmt, muss aber durch g gehen. Der Polarkegelschnitt der 
Geraden t in Bezug auf das Büschel, dessen gemeinschaftliches Tripel Q^Pl^Pll 
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ist, serfSUt in ein Linienpaar ^o^o und QoP'o^ welches mit verbunden ein 
Ebenenpaar giebt; dieses Ebenenpaar geht selbst durch die Gerade g^ hat also 
mit der vorhin aufgesuchten Ebene die Gerade g doppelt gemein und diese 
ist daher als ein zusammenfallendes Linienpaar anzusehen, welches einen spe- 
ciellen Kegelschnitt Jl bildet, den Ort solcher Punkte s^ welche allen Kegel- 
schnitten des Bflschels entsprechen, dessen gemeinschaftliches Tripel QoP'oP'o 
ist. Ebenso liefern die Kegelschnitte der beiden anderen Bäschel, welche 
QliP'tiPi, und QÖPiiPn zu gemeinschaftlichen Tripeln haben, als Ort der ihnen 
entsprechenden Punkte e die doppelt zu nehmenden Geraden g' und g". 

Die Ebene eines Kegelschnitts Jl enthält immer noch einen zweiten 
Kegelschnitt R\ der ebenfalls dem gesuchten Orte angehört; denn die drei 
von nach irgend einem Tripel der Tripelcurve gezogenen Strahlen treffen 
F^^^ in drei Punkten, deren Verbindungsebene 6 den drei festen Strahlen gg'g" 
in drei solchen Punkten begegnet, dass diese sechs Punkte auf einem Kegel- 
schnitte J^ liegen, die Ebene @ schneidet aber F^^ in einem Kegelschnitt K^ 
und der von durch K gelegte Kegel trifft die Tripelcurve ausser in den 
ersten drei Tripelpunkten noch in drei neuen Punkten, welche (7.) ein zweites 
Tripel der Tripelcurve sind; die Strahlen von nach den letzteren gezogen 
treffen die Flfiche F^^^ in drei Punkten, welche auf K liegen, deren Yerbin- 
dungsebene also dieselbe Ebene @ ist und diese Punkte müssen mit den vo- 
rigen Schnittpunkten von @ und den Strahlen gg' g' in einem zweiten Kegel- 
schnitt \^' liegen, der offenbar zum gesuchten Orte gehört. Die beiden Ke- 
gelschnitte St und 5^, welche in derselben Ebene liegen, schneiden sich ausser 
in den drei auf gg'g" befindlichen Punkten noch in einem vierten Punkte; 
dieser entspricht dem einzigen Kegelschnitt, welcher beiden Bflscheln des 
Netzes gemeinschafllich ist (7.), die ft und jt' liefern. 

Es ist ferner ersichtlich, dass alle Punkte, in welchen der von durch 
die Tripelcurve gelegte Kegel dritten Grades der F^^^ begegnet, die also auf 
einer Raumcurve sechsten Grades liegen, dem gesuchten Orte angehören 
mfissen, weil die Tripelcurve der Ort der gemeinschaftlichen Tripel für alle 
Bflschel des Netzes ist. Die Punkte QoQuQil bilden ein besonderes Tripel, 
dessen zugehöriges BQschel einen Kegelschnitt ^ liefert, der durch diejenigen 
Punkte geht, in welchen gg*g" die F^^^ treffen. Die Ebene dieses Kegel- 
schnittes schneidet F^^^ in einem Kegelschnitte Kq und der von durch £i, 
gelegte Kegel trifft die Tripelcurve in drei neuen Punkten, die auch ein Tripel 
der Tripelcurve sind. Das diesem Tripel zugehörige Büschel des Netzes 

12» 
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liefert aber einen Kegelschnitt ^u, der offenbar mit K^ zusammenfällt; folglich 
enthält der gesammte Ort der Punkte s 1) in doppelt unendUcheielen ^Ebenen 
KegelschnitlptMre St und St' 2) drei bestimmte doppelt zu nehmende Gerade 
gg'g", welche in einem Punkte zusammenlaufen und auf denen sich je zwei 
Kegelschnitte ^ und ^' trefflen 3) auf der Fläche F^^ eine bestimmte Raumr- 
curve sechsten Grades, die Durehschnittseuree mit demjenigen Kegel dritten 
Grades, welcher mU der TripelcurDe des Netzes verbindet, und noch einen 
besonderen Kegelschnitt K^^ , welchen die Ebene ausschneidet, die durch die drei 
Schnittpunkte der Doppelpunktlinien gg*g*' mit F^^ gelegt wird. 

9. Da sich die Schaar- Schaar sämmtlicher Kegelschnitte des Netzes 
in der Weise (6.) zusammenfassen lässt, dass wir von drei beliebigen Kegel- 
schnitten A, B, C, die nicht demselben Büschel angehören, ausgehen, einen 
verfinderlichen Kegelschnitt 31 des Bflschels {B, C) mit Ä zu einem Bflschel 
{A, 31) zusammenstellen und dann die Kegelschnitte sämmtlicher Bflschel {Ä, 31) 
als die Schaar - Schaar Kegelschnitte des Netzes erhalten, so wird auch der 
ganze Ort der Punkte s als eine continuirliche Reihe von Kegelschnitten ^ 
im Räume angesehen werden können, die den Büscheln (^^31) entsprechen. 
Diese ^ gehen sämmtlich durch einen Punkt Sa3 der dem Kegelschnitte A ent- 
spricht, und durch eine Reihe von Punkten s^^ die auf einem bestimmten 
Kegelschnitte ^(a, o liegen, dessen Punkte den sämmtlichen Kegelschnitten 31 
des Büschels {B, C) entsprechen. Die Ebenen der & umhüllen also einen 
gewissen Kegel, den wir ermitteln wollen; jede solche Ebene enthält unmit- 
telbar nur einen Kegelschnitt ß des Ortes, aber die Kegelschnitte der andern 
Ebenen begegnen ihr in Punktenpaaren, die ebenfalls zum Orte «gehören. Da 
wir von jedem dieser Kegelschnitte 5^ vorerst nur zwei Punkte Sa und s^ 
kennen, so müssen wir zur Bestimmung seiner Ebene noch einen dritten Punkt 
XU ermitteln suchen; dies gelingt in folgender Weise: Denken wir uns aus 
dem Büschel {C,A) des Netzes einen beliebigen Kegelschnitt 9 gewählt, so 
muss nach dem oben bewiesenen Satze (5.), weil C, B, % einem Büschel und 
C, A, ^ einem zweiten Büschel angehören, welches mit dem ersten den 
Kegelschnitt C gemein hat, den beiden Büscheln {A, %) und {B, 33) ein einziger 
bestimmter Kegelschnitt gemeinschaftlich sein, welcher 31' heisse. Es verändert 
sich mit 31 auch 31', während beide respective den Büscheln {B, C) und {B, 33) 
angehören und zwei zusammengehörige 3131' schneiden sich in je vier Punkten 
auf dem Kegelschnitte A. Fällt insbesondere 31 mit B zusammen, so fällt 
auch 31' mit B zusammen. Wir haben mithin die Kegelschnitte 3131' zweier 
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Büschel {B, C) und {B, 9) so auf einander bezogen, dass zwei entsprechende 
in dem gemeinschafllichen Kegelschnitte B zusammenfallen und alle übrigen 
Paare entsprechender Kegelschnitte sich in je vier Punkten eines festen Kegel- 
schnitts A schneiden; hieraus folgt (als specieller Fall des Erzeugnisses zweier 
projectivischen Kegelschnittbflschel, welches eine Curve vierten Grades ist, die 
hier in zwei Kegelschnitte zerfallt), dass die beiden Büschel, welche % und 
%' durchlaufen, in projeclivischer Beziehung stehen, dass also auch die beiden 
von den Punkten e^ und s^ durchlaufenen krummen Punktreihen auf den Kegel- 
schnitten 5l(B,o und ^(B,9)'> die jenen Büscheln hinsichtlich F^^^ zugehören, 
projectivisch sein und einen Punkt Sf, gemeinschaftlich haben müssen, in wel- 
chem gleichzeitig zwei entsprechende Punkte der krummen Punktreihen zu- 
sammenfallen. Hieraus ergiebt sich, dass die durch den unveränderlichen 
Punkt 8a und je zwei entsprechende Punkte «« und e^^ gelegte Ebene einen 
Kegel dritter Classe mit einer Doppeltangentialebene also nur vierten Grades 
umhüllen wird*). Der Ort der Ebenen aller in obiger Weise gruppirten 
Kegelschnitte ^ ist daher dieser Kegel dritter Klasse mit einer Doppel- 
tangentialebene ; die letzlere enthält zwei von den betrachteten Kegelschnitten 
^ und ^', jede andere Tangentialebene nur einen. Denken wir uns nun 
durch den Punkt Sa, an dessen Stelle jeder andere Punkt des gesuchten 
Ortes treten kann, eine beliebige Gerade G gezogen, so gehen durch die- 
selbe im Allgemeinen drei Tangentialebenen des so eben ermittelten Kegels 
und jede derselben enthält einen bestimmten Kegelschnitt 5^, der durch 
Sa geht; folglich enthält die Gerade G von dem gesammten Ort der Punkte 
s höchstens vier, den Punkt Sa und die drei anderen Schnittpunkte der drei 
durch Sa gehenden soeben ermittelten Kegelschnitte. Da aber Sa ganz will- 
kührlieh gewählt ist, so schliessen wir, dass jede beliebige Gerade im All- 
gemeinen vier Punkte s des gesuchten Ortes enthält, dass also der Ort sämmt" 
Hoher Punkte s eine Fläche vierten Grades bildet. Die Punktenpaare, in 
welchen die Ebene eines bestimmten Kegelschnitts ß von allen übrigen Kegel- 
schnitten St getroffen wird, müssen daher einen zweiten Kegelschnitt R' bilden, 
wie wir dies schon früher erkannt haben. Eine solche Ebene, welche die 
Fläche vierten Grades in zwei Kegelschnitten R und St' schneidet, ist als Tan- 
gentialebene derselben anzusehen; von den vier Schnittpunkten der Kegel- 
schnitte St und ^ sind nämlich drei die auf den Doppelkanten gg'g*' der Fläche 



*) Siehe dieses Journal Bd. 54, Seite 31 ff. 
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liegenden wirklichen Doppelpunkte {S.)^ der vierte muss aber Berahrungspunkl 
der Ebene mit der Fläche sein, weil von ihm aus nach zwei verschiedenen 
Richtungen zwei unendlich nahe Punkte der Fläche (auf St und jf) zugleich 
in der Ebene liegen; da die durch den ganz willkflhrlichen Punkt s^ der 
Fläche vierten Grades gehende Doppel tangentialebene des vorhin ermittelten 
Kegels dritter Klasse zwei Kegelschnitte ß und 5^ enthält, die durch Sa gehen, 
so ist sie BerOhrungsebene der.iS/eJiierschen Fläche in diesem Punkte und wir 
können schliessen, dass jede Berflhrungsebene der iS/emerschen Fläche dieselbe 
in einem Kegelschnittpaar schneidet. Hieraus lässt sich auch ermitteln, von 
der wievielsten Classe die Steinersche Fläche vierten Grades ist; denn treffe 
sie eine beliebige Gerade G in den vier Punkten aßyd, so geben nach dem 
Vorigen durch den Punkt a und die Gerade G im Allgemeinen drei Ebenen 
EiiBa-^s? welche drei Kegelschnitte R enthalten; diese müssen in den Punkten 
aß, ay, ad die Gerade G treffen; jede der Ebenen enthält aber noch einen 
zweiten Kegelschnitt 9' und diese müssen, weil es nur vier Punkte b auf der 
Geraden G giebt, respective durch yd, ßd, ßy gehen; die drei Kegelschnitt- 
paare in den Ebenen E^EiE^ schneiden also die Gerade G in folgender Weise : 
das Kegelschnittpaar in E^ trifft G in den Punktenpaaren aß und yd 

- £^ - - • - - ay -^ ß(f 

- £3 - - - - - ad ^ ßy. 
Durch den Punkt ß und die Gerade G giebt es nun auch nur drei Ebenen, 
welche drei Kegelschnittpaare enthalten, die in den Punkten ßy und da, ßd 
und oey, ßa und yd der Geraden G begegnen müssen ; da aber die vorigen 
Ebenen diese Eigenschaft besitzen, so sind sie mit den neuen identisch; es 
giebt daher durch eine beliebige Gerade G im Allgemeinen nur drei Ebenen, 
welche Kegelschnittpaare aus der Steinerschen Fläche ausschneiden, also die- 
selbe berühren; die Steinersche Fläche vierten Grades ist also nur dritter 
Chuse. Hieraus folgt auch, dass es durch einen beliebigen Punkt im Räume 
unendlich viele Ebenen giebt, welche Kegelschnittpaare aus der Steinerschen 
Fläche ausschneiden und dass dieselben einen Kegel dritter Classe also im All- 
gemeinen sechsten Grades umhüllen; dieser ist aber nur vom vierten Grade, 
weil er eine Doppeltangentialebene enthält, sobald der angenommene Punkt 
auf der Fläche selbst liegt, und er degenerirt in einen Kegel zweiter Classe, 
also auch zweiten Grades, sobald der Punkt auf einer der drei Doppellinien 
ggg" liegt; was denn auch mit den von Herrn Kummer a. a. 0. mitgetheilten 
Resultaten übereinkommt. 
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Ueber die Elimination ans zwei Gleichungen dritten 

Grades. 



(Von Herrn A. ClebsA zu Oiessen.) 



Xis seien ii = 0, « = awei homogene Gleichungen dritten Grades 
mit den Yariabeln r^i, X2. Das Resdtat der Elimination von Xi^ x^ aus bei- 
den Gleichungen Ifisst sich dann in folgender bemerkenswerthen Weise dar- 
stellen. Sei immer, wenn f eine homogene Function n^ Ordnung ist: 

'***••• n.ii— l.fi — 2... dx^dXj^dXf^... 
Dann ist zunächst 

J = lfillt)232 — *W'll2*^122 + 3lli22t>ii2 — 1*222^111 

eine simultane Invariante von u und e. Bilden wir ferner die Covarianten 





U = 


Uli •'12 
«12 K22 


, v= 


f>u ^12 
«12 «22 


9 


and setzen 




K = 


^111 ^^22 — 2f)ii 
^U2 Un — 2f>i3 


2 t/ 12 "t ^13 


t2 Uli •'in 


K22-2llii2ri2+fli22Ka 
► 22 — 2^122 ria + •h21»'ll 



so ist das gesuchte Eliminationsresultat: 

(1.) r+27K = 0. 

Diese Formel ist sehr leicht zu verificiren. Nehmen wir an fi = 0, 
r = hfitten die gemeinsame Wurzel 0^2=0; man kann die beiden Glei- 
chungen dann noch so combiniren, dass neben 11222^ €^222 c^uch iim und «122 
verschwinden. Es ist nur zu zeigen , dass (1.) dann erflült wird; und dass 
ausserdem die Gleichung (1.) ungeftndert bleibt, wenn man u+le, u+fie an 
Stelle von u und v setzt. Was den ersten Punkt betrififl, so findet sich sofort: 

U = — (ttm^i+«ii2«i22iPi^2+ttmfli^)i 

V = — t?ll2^19 

daher 

•# = 3tfi22fll29 Ä = — f^22<'ll29 

also 

/^+27/ir=0, q. e. d. 
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Was den iweiten Punkt angeht, so wird dorch die EinfOhning von u+le, 
«+/!€ an Stelle von m, 9 nnidisl / offenbar in {fi--l)J fibergeführt. So- 
dann bemeike man, dass U, V anch in der Form geschrieben werden können : 



U^ 



Setst man abo 



•»in "VI "" 



x] 



r= 



©in ©B» — *i^ 
©m •« a^ 



F= 



■ui ■u» •ui *IU 



= Aa-\-Bb-\-Ce-i-Dd, 



(H-i)' 



= (fi-xyK. 



«ui •m ^m •m 

"m •'ui "m ^BÄ 
b e d 

so ist AT s AD — £C. Durch die erwihnte Substitution geht nun F, wie man 
sogleich einsieht, in 

{u-'l)[a(!AA-C)+b(fiB-D)+e{C-lA)+d{D'-lB)] 

Ober, also A' in: 

\uA-C C-IA 

f$B-D D-IB 

Die Gleichung (!•) erhiU also nur den Factor (/i— i)% q. e. d. — 

Die gegebene Form des Eliminationsresultats liefert eine interessante 
Anwendung« wenn n« r die Differentialquotienten einer Function f der vierten 
Ordnung sind. Dann wird 

J = /IUI Am — ^/iin/im + 3/fin = t 

die eine Invariante der Function und 

/IUI /Uli Am Ai» 
Aus Aia ttxn A 
Am Atii Am A 

a 6 e if 

g0ht in (r-6)y Ober, wo j die iweite Invariante von f bedeutet. Man hat 

mNo K ^\ und aus (1.) die Discriminante der Function vierter Ordnung in 

d^r Obilohen Form •'—27/" — 

HInd n, e Fimctionen dritter Ordnung mit drei Variabein, und ist neben 
ilDim^IhDU eine lineare Gleichung 

ci|«|4-«iJr,+«sX5 = 
g0g()ben, na geschieht die Elimination der x mit Hfllfe der Gleichung (1.) leicht 



F = 
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nach Vorschrift des Satzes dieses Journal, Band 59, pag. 30. Hiernach stellt 
man / und K symbolisch als Aggregate von Determinantenproducten dar, und 
erweitert jede Determinante zu drei Reihen, indem man die a als neue Reihe 
hinzufügt. Ich will annehmen, es sei v die JVe^esche Determinante von u. 
Das vorgelegte Problem kommt dann mit der Aufgabe flberein, das Product 
der Gleichungen sämmtUcher Wendepunkte der Curve u = in den lAniencoor- 
dintUen a darzustellen. Dabei müsste / in eine zugehörige Form übergehen, 
welche für die Variabein vom dritten und für die Coefßcienten vom vierten 
Grade wSre; da eine solche nicht existirt, so ist / = 0, und die gesuchte 
Gleichung reducirt sich auf K=^0, Inzwischen hat man statt U, V nach dem 
erwähnten Prozesse zu setzen: 



U = 



^ SSUaX.x,,, 



«11 tti2 tl,3 «1 

U21 U22 «23 ^2 

«31 ^? ^f» ^3 

Cti «2 ^3 

«'U ^12 <^13 «1 

<?21 ^22 ^32 ^2 

«'31 «32 t^33 «3 

aj «2 O3 

an Stelle der Gleichung K=0 aber tritt die Gleichung: 

9i <p2 93 
(2.) /f=0= v^i v^2 V^3 



F = 



==S2:Yi^XiX„; 



«1 «2 
wo (pi^ tpi aus den symbolischen Ausdrücken 



«1 



(pi = Vi 



Ol 






«2 
«3 



l//. = Ui 



Wl 
«2 

W3 



Kl 



«1 

«2 
«3 



entstehen, indem man in denselben eii>kf>h, ^i^k^hj ViV^, ViV^ durch ty,},, Unth, 
Vnc, Vii, ersetzt. Die Gleichung (2.) ist die Gleichung des gesuchten Productes ; 
sie gestattet noch mannigfache Transformationen, so dass sie namentlich mit 
der Functionaldeterminante der ^roi»AoMschen Functionen S, T und F über- 
einkommt. 

Giessen, den 15. April 1864. 
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lieber die SingularitAten algebraischer Curven« 

(Von Herrn A. Clebsch zu Giesaen.) 



Xjie Plückerschen Formeln (vgl. Salmon, trealise an higher plane 
curves, p. 91) lehren die Ordnung und Classe einer Curve, sowie die Zahl 
ihrer Wendepunkte^ Doppeltangenten, Doppelpunkte und Rflckkehrpunkte kennen, 
wenn drei unter diesen Zahlen bekannt sind. In einer grossen Anzahl von 
Fällen aber kann man eine weitere Relation hinzufügen, so dass dann die Be- 
stimmung sämmtlicher Singularitäten nur die Kenntniss zweier derselben er- 
fordert. Zu dieser Relation führt die Verbindung der Curventheorie mit der 
Theorie der ^6e/schen Functionen, welche ich in meiner Abhandlung dieses 
Journal Band 63, pag. 189 begründet habe. 

Nach den dort gegebenen Principien kann man die Curven in Geschlechter 
eintheilen nach der Classe ^6e/scher Functionen, auf welche sie führen, oder 
nach dem ihnen entsprechenden Werthe der Zahl p. Wenn nun aus der gege- 
benen Curve eine andere so abgeleitet wird, dass jedem Punkte oder jeder 
Tangente der einen Curve im Allgemeinen immer nur ein einziger Punkt oder 
eine einzige Tangente der andern entspricht, so führen beide Curven auf die- 
selben Abelschen Integrale y gehören also demselben Geschlechte an, und be- 
sitzen dasselbe p. In der That ist dieser Satz nur eine andere Einkleidung 
desjenigen, welchen Herr Riemann dieses Journal Band 54 pag. 133 gegeben hat. 

Bezeichnen wir nach Herrn Salmon (a. a. 0.) durch m die Ordnung, 
durch n die Classe einer Curve, durch i^ r, J, x die Zahl ihrer Wendepunkte, 
Doppeltangenten, Doppelpunkte und Rflckkehrpunkte, so ist 

m — l.m — 2 I, n—i.n — 2 
p = 2 d-x = g- r-i. 

Die Gleichheit beider Werthe folgt aus den Plückerschen Formeln selbst, kann 
aber auch aus dem eben erwähnten Princip abgeleitet werden, indem man be- 
merkt, dass jedem Punkte der Curve im Allgemeinen nur eine einzige Tan- 
geute in ihm entspricht, und umgekehrt. Da nun bei dem Uebergange von 
Punktcoordinaten zu Liniencoordinaten m mit n, d mit r, x mit i zu vertauschen 
ist, so folgt, dass der eine Ausdruck von p den anderen nach sich zieht. 

Besitzt aber irgend eine Curve, welche mit der angegebenen BeschrSn- 
kung aus der ursprünglichen abgeleitet ist, die charakteristischen Zahlen m\ 
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«', (f^ x^^ t', «'^ so hat man auch: 

m'— 1.1»'— 2 w f n'—l.n'— 2 , , 
P = 2 ^->c = 2 T'-i, 

und dieses ist die neue Relation, welche für solche Curven immer gilt. 

Ein Beispiel giebt die Evolute. Man kann zeigen, dass für sie im 
Allgemeinen : 

ist. Diese beiden Angaben genfigen zur Bestimmung der übrigen Singulari- 
täten. Man erhalt dann: 

m' = 3m(m-l)-6S-9x, 

x' = 3«»(2«i-3)-12(y-17x, 

Für Curven doppelter Krümmung und abwickelbare Flächen gelten ganz 
Ähnliche Betrachtungen. Nach Herrn Salmon (Geometry of three dimensions 
p. 234) bezeichne man durch m die Zahl der Schnittpunkte der Curve mit einer 
Ebene, durch r die Zahl von Tangenten, welche durch eine Gerade sich an 
die Curve legen lassen, durch n die Zahl der durch einen Punkt gehenden 
Schmiegungsebenen, durch h die Zahl von Geraden, welche durch einen, ge- 
gebenen Punkt gelegt, die Curve zweimal treffen, durch g die Zahl der Durch- 
schnitte zweier Schmiegungsebenen, welche in einer gegebenen Ebene liegen, 
durch X die Zahl von Schnittpunkten zweier Tangenten auf einer gegebenen 
Ebene, durch y die Zahl von Ebenen, welche, durch einen gegebenen Punkt 
gelegt, zwei Tangenten der Curve enthalten, durch a die Anzahl der Wen- 
dungsberührebenen, und durch ß die Zahl der Punkte der Curve, in welcher 
sich vier auf einander folgende Schmiegungsebenen schneiden. Dann drückt 
sich die der Curve zugehörige Zahl p auf folgende vier Arten aus: 

tn — l.iw — 2 , ^ 
P = 2 ^-"/^^ 

r— l.r— 2 



2 y-n, 

r— i.r— 2 



2 x—m, 

n—i ,n—2 

o ^-«- 
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Die von Herrn Salmon a. a. 0. aufgestellten Formeln zeigen, dass diese Aus- 
drücke wirklich identisch sind. Die Identität des ersten und letzten Ausdrucks 
folgt aber nach den auseinandergesetzten Principien auch daraus, dass jedem 
Punkte der Curve im Allgemeinen nur eine Schmiegungsebene entspricht, und 
umgekehrt. 

Nun bedarf man im Allgemeinen der Kenntniss dreier unter den 
Grössen m, «, r, h, g, x, y, a, ß. Aber wenn man aus einer gegebenen 
Curve (respective abwickelbaren Fläche) eine andere ableitet, so dass jedem 
Punkte (respective jeder Ebene) der einen nur immer ein Punkt (respective 
eine Ebene) der anderen entspricht, und umgekehrt, so haben beide Gebilde 
das nämliche p; und es ist also, wenn man die entsprechenden Zahlen für 
das neue Gebilde durch Striche unterscheidet: 

m' — \ ,fn* — 2 ,f r%i fn — l.ni — 2 , ;, 
^ h-ß = ^ *7A 

r'— l.r'— 2 , , r — l.r — 2 

— 2 y-'* = — 2 y-^^ 

r'— 1.1^—2 , , r— l.r — 2 

2 X —m = g a:— m, 

n'— l.n'— 2 , , ft—Ln — 2 

2 «'-^ = 2 3-^. 

und es genügt für ein solches Gebilde zwei der charakteristischen Zahlen zu 
finden, um die übrigen aufstellen zu können. 

Giessen, den 15. April 1864. 
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Sur l^hypoeycloide ä trois rebroussements« 

(Par M. L. Crmnona k Bologne.) 



1. \Jn sait que rUIustre Steiner a önonce (sans demonstration) des 
theoremes tres nombreax relatifs a une certaine courbe de la troisieme classe 
et du quatrieme ordre (tome 53 de ce joornal, p. 231). Je crois qo'il ne 
sera pas sans int^röt de voir ces proprietes si degantes d^conler tout naturelle- 
ment de la th^orie generale des coorbes planes do troisieme degre (ordre ou 
classe), qui a iie etablie principalement par les beaux travaux de MM. Hesse 
et Cayley*). Cette roaniere d'envisager la question metlra en evidence le 
lien naturel qai enchatne toutes ces proprietös, en apparence si differentes, et 
fera aussi connaltre quelques resultats nooveanx. 

La coorbe, dont ii s^agit dans le memoire cito de Steiner , passe par 
les points circulaires a Tinfini et a une tangente double, qui est la droite ä 
Tinfini. Hais les mdmes theoremes continuent de subsister pour une courbe 
quelconque du mdme ordre et de la möme classe: il n^y a presque rien a 
changer, möme aux demonstrations. H suffit seulement de subslituer deux 
points files quelconques aux points circulaires a Tinfini : ce qui revient a faire 
une transfwmation homographique. Les cercles seront alors surroges par des 
coniques passant par les points fixes; au lieu des fonctions trigonometriques 
d'un angle, on aura certaines fonctions du rapport anharmonique d'un faisceau, 
dont deux droites soieAt dirigees aux points fixes**); etc. 

Comme il n^y a pas, au fond, plus de generalite a considerer ces points 
fixes quelconques au lieu des points circulaires a Tinfini, je retiendrai la möme 
courbe qui a ^te Tobjet des rechercbes de Steiner: ce qui me permettra d'user 
un langage plus concis et plus expeditif. 

*) Voir les tomes 36 et 38 de ce Journal;, tomes 9 et 10 du Journal de M. Liou- 
piUe {V %4ne)\ et vol. 147, part2^, des rbilosophical Transactions. On trouvera 
Texposition g^om^trique de cette th^orie dans mon Introduaione ad una teoria 

{reometrica dolle curye piane (Bologna 1862), k laquelle je renverrai souvent 
e lectear. 

**) Si P, Q sont les asymptotes d'un cercle dont le centre seit k Tintersection 
de deux droites M, N, on sait que le rapport anharmonique du faisceau MNPQ est 
cos2(JlfiV)— •sin2(ifiV). (C^asles, Geometrie sup^rieure, p. 12ö). 

Journal f&r Matbematik Bd. LXIY. Heft 2. 14 
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2. Soit donc C^ une courbe de la troisieme classe (et da qoalrieine 
ordre), qui soit tangente a la droite ä Tinfini, en deax poinls (o, iii\ sitaes 
sur an cercle quelconque. 

Toate droite G qui soit tangente a C^ en un point g^ coupera cette 
courbe en deux autres points ky K, La droite ä Tinfini etant une tangente 
double de ia courbe, celle-ci n'admet qn'une seule tangente ayant une direction 
donnee; donc, si Ton fait varier Q^ les droites tangentes en k, k\ deter- 
mineroBt sur Ja droite a Tinfini une involution, dont les points doubles sont 
(Oy o}\ H s'ensuit qne ies tangentes en k, k' sont perpendiculaires. 

Ainsi les tangentes de notre courbe sont conjuguees par couples: deux 
taageiites conjuguees sont perpendiculaires , et leurs points de contact sont 
situes sur une troisieme tangente. 

3. Les propriet^s des tangentes conjuguees de cette courbe de troi- 
sieme classe corresponderont, par la loi de dualite, aux proprietes des points 
conjugues d^une courbe de troisieme ordre; donc: 

La tangente perpendiculaire ä G passe par le point commun aux tan- 
gentes en ky y (Introd. 133). 

4. Si trois tangentes G, H, I passent par un möme point, les tangentes 
G'y H'y r perpendiculaires respectivement a celles-la, forment un triangle dont 
les sommets sont situes sur G, H, I (Introd. 134), c'est-a-dire un triangle, 
dont Gy H, I sont les hauteurs. Autrement: si GG\ HW sont deux couples 
de tangentes perpendiculaires, les droites IV, qui joignent les points oü GG* 
rencontrent HH\ formeront une autre couple de tangentes perpendiculaires. 
Ces trois couples sont les cötes d'un quadrangle complet orthogonal. 

5. On voit donc que, si deux tangentes variables /// concourent en 
X sur une tangente fixe G, les tangentes perpendiculaires H'V se couperont 
en un autre point x^ de G, Les couples de points xx* sont en involution 
(Introd. 134, a). Les points doubles de cette involution sont evidemment le 
point ä Tinfini sur G, et le point fi (de G) oü se coupent deux tangentes 
perpendiculaires //' *) , autres que G. Donc fi est le point milieu du segment 
variable xx\ 

Le point « oü (7 rencontre sa conjuguee &, et le point ^^ oü (7 est 
tangente a la courbe C^, sont Evidemment deux points conjugues de Tinvolution; 



*) Leg points de contact de ces tangentes JJ* sont situes sur la tangente &^ 
perpendiculaure ä G (2.); d'oü Ton conclut que chaque tangente G contient un seul 



pomt /i 
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les poinfs kk' oü G coupe la courbe (2.) sont de mdme deuxpoints conjugues; 
donc chacun des segmenfs sg, kV a son milieu au point (jl. 

6. Le lieu du point comronn a deux tangentes perpendiculaires est 
une ligne dn troisieme ordre (Introd. 132, a; 133, b), ä laquelle appartiennent 
toas les points a rinfini (du plan), parceque la droite ä Tinfini est une tan- 
gente conjngn^e a soi-mdnie. En outre, tonte tangente G contient denx 
points (a distance finie) du lieu: le point [jl^ ou se coupent deux tangentes 
perpendulaires, autres que G (5.), et le point s, oü G est rencontree par sa 
conjuguee G\ Donc le lieu des points fi^ s est une conique: de plus, ce 
lieu est un cercle, car il passe par les points oi^ (o'^ oü les trois tangentes de 
C colncident ensemble sur la droite a Tinfini. Ce cercle C^ forme donc, 
avec la droite woj', le lieu complet des intersections des couples de tangentes 
conjuguees de C^. 

7. Tont point /i (ou s) du cercle C^ est Fintersection de trois tan- 
gentes de la courbe C, dont deux sont perpendiculaires entre elles (6.); de 
plus, elles sont conjuguees harmoniques par rapport a la troisieme tangente et 
ä la droite qui toucbe le cercle au mdme point (Introd. 135, c); c^est^a- 
dire que Tangle de ces dernieres droites a pour bissectrices les deux tangentes 
perpendiculaires. 

Seit y le point a Tinfini sur la troisieme tangente: on peut regarder 
fiy V comme deux points correspondants du lieu de troisieme ordre forme 
par le cercle (? avec la droite a Tinfini (Introd. 133, a; 135, c). 

Si Ton Joint un point fixe % du cercle a deux points correspondants 
variables fiy y^ les droites s,u, gy engendreront un faisceau en Involution 
(Introd. 134, a), dont les rayons doubles sont les tangentes perpendiculaires 
de C^, qui se coupent en s. Reciproquement, si le point u et la direction 
fir sont fixes, et Ton fait varier s sur le cercle, les bissectrices de Tangle 
usy envelopperont la courbe C^. 

8. La courbe de troisieme classe C^ etant du qualrieme ordre, possede 
forcement trois points de rebroussement (de premiere espece) pqr, qui sont 
tons reels, car les points de contact de la tangente double sont imaginaires *). 
Un point de rebroussement, p, represente trois intersections reunies de la 
courbe avec sa tangente en ce poinl; cette tangente rencontrera donc C^ en 
un autre point u, Pour cette mdme tangente, regardee comme droite G 



*) Salmon, Higher plane curves, p. 171. 

14 
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(2.)y le point de contact g colncide avec Tone des mterseetions k, en p; et 
l'autre intersection k' est repr^sentöe par u; d^aiUenrs les segments $g et kk' 
ont le mSme milien ^ (5.); donc s colncide avec k' en u. Ce qui revient ä 
dire que le point u et les deux aotres points analogues i>y w (correspondants 
a qy r) appartiennent a la courbe C^ et an cercle C^. 

Par consequent la conrbe C est touchee en u par nne droite U per- 
pendicalaire ä pu. Et, comme u est un point de (?, la droite U represente 
deux des trois tangentes qu'on peut mener a la courbe par nn point quel- 
conque du cercle; ainsi U est aussi tangente au cercle en u (7.). 

Donc les droites pu, qf>, rw, tangentes aux rebroussements de C^ et 
perpendiculaires aux tangentes en u, f>y w (communes au cercle et a la courbe 
C?) passent par le centre o du cercle. 

Soient «'«'id' les points fi relatifs aux tangentes de rebroussement, c'est- 
ä-dire l6s points du cercle C^^ diametralement oppos^s a uf>w. Pour une 
tangente quelconque Gy le point fi est le milieu du segment sg; donc n' est 
le point milieu de up, c'est-ä-dire: op=^Z(nty oq=^S(H^'y ar = 3ow\ Ainsi 
les points de rebroussemenl sont situ^s sur ua cercle concentrique ä C^ et de 
rayon triple que celui-ci. 

9. On sait d'ailleurs *) que , pour une courbe de troisieme dasse et 
quatrieme ordre, le point commun aux tangentes de rebroussement est le pole 
harmonique de la tangente double par rapport au triangle forme par les trois 
rebroussements. U s^ensuit **) que deux quelconque des tangentes opy oq, 
or forment, avec les asymptotes ofo, ow> du cercle C^^ un faisceau dont le 
rapport anharmonique est une racine cubique imaginaire de Tunite; c^est-a- 
dire que chacun des angles qovy rop, poq est de 12(y\ Donc le triangle pqr^ 
et par suite les triangles ueWy u'v'to' sont equilateres. 

Cela etant, si Ton fait rouler, dans la concavitö du cercle (pgr), un 
autre cercle de diametre pu', qui seit d^abord tangent au premier cercle en p, ce 
point considere comme appartenant au cercle mobile engendrera une courbe***) 
du quatrieme ordre, qui aura trois rebroussements en p, q, r, avec les tangentes 
se coupant en o, et qui touchera en Uy e, u> le cercle (?. Cette roulette est 
precisement notre courbe C^. 



*) Saltnon, Higher plane curvet, p. 171. 

**) Oiornale di Matematiche, vol. L, Napoli 1863, p. 319; toLII, 1864, P-62. 
) Salmon, Higher plane curves, p. 214. 
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La conrbe (? est donc rhypoöyclolde a trois rebroussements 
engendr^ par iin cercle de rayon =iop (ou, ce qui donne le mdme re- 
aultat*), ^® rayon ^^ap) qui roule dans rinterieur do cercle (pqr). 

Ainsi tonte coorbe de Iroisieme classe et quatrieme ordre, dont la tan- 
gente double seit a Tinfini et les points de contact sur un cercle, est nö- 
cessairement une hypocycloide a trois rebroussements. Getto courbe joue donc^ 
parmi les courbes de la troisieme classe et du quatrieme ordre, le mdme röle 
que le cercle parmi les coniques. 

Je ne m*arr6trai pas aux theoremes que Steiner önonce sur la figure 
de la courbe, sur la longueur de ses arcs et sur la quadrature de son aire, 
car ils sont des cas particuliers d'autres propositions deja andennes et bien 
connues **). 

10. Deux tangentes perpendiculaires de Thypocyclolde C? se coupent 
en un point s du cercle C^ (6.), et par suite rencontrent de nouveau la cir- 
Conference en deux points /n, fi' en ligne droite avec le centre o; de plus, 
ces tangentes sont les bissectrices des angles formes par la tangente du cercle 
avec la troisieme tangente ssg de C^ (7.); cette troisieme tangente est donc 
perpendiculaire au diametre fifi'. 

D'ou il suit, qu'etant donnee une premiere tangente fiSy ainsi que le cercle 
(?^ on construira loutes les autres tangentes de C^^ de la maniere suivante: 
menez par s la perpendiculaire a /i« et la corde $si perpendiculaire au dia- 
metre qui passe par /i; menez par $i la perpendiculaire a $Si et la corde $1$^ 
perpendiculaire au diametre qui passe par s; et toujours ainsi de suite, apres 
avoir obtenue une corde «««„4.1, menez par s^^i la perpendiculaire a s^$^^i et 
une nouvelle corde s^is^^^ perpendiculaire au diametre qui passe par «». 
Toutes ces perpendiculaires et ces cordes seront evidemment tangentes ä la 
möme courbe C. 



*) Euler, de duplici genesi tarn epicjcloidum quam bypocycloldam 
(Acta Acad. Scient Imp. Petropolitanae pro anno 1781, pars priori p. 48). 

**) Newton, Philosopbiae nat. PriDcipia math. lib. L, prop. 49. — De 
La Hire, Trait^ des epicycloidefi et de leur usage dans les m^chaniquet 
(M^m. de math. et de pbysique, Paria 1694), p. 10 — 47. — Voir en ontre: Magnue, 
SammluDff von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analyt Geometrie, 
Bd.L (Berlin 1833) p.3I0, 519, 536. — Padula, Intorno le curve di A' grado 
cbe banne tre punti di regresso di prima specie (Annali di Tartolini, t. 3. 
Boma 1852, p. 383). — Salmon, Higber plane cnrves, p. 251, 267. — Bettaviiii, 
Sulla olassificasEione delle curve della 3* classe (Atti delF Istituto Veneto, 
Serie 2*, voL IV, p. 247, Venezia 1853). 
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11. Le point s, oü se coupent deux tangentes 

perpendiculaires sfi, sfi\ soit nommä fii par rapport 

a la troisieme tangente, qui rencontre de nouveau le 

cercle en f|. De ce que la troisieme tangente ^i^i 

est perpendiculaire au diametre fifi'y on tire cette 

simple relation entre les arcs (1$, fiiSi mesnres dans 

le möme sens: ^^_^^ ^^ 

,iii«i + 2^* = 271. 

Donc, si deux rayons osy Ofi du cercle C^ tournent simultanement autonr du 
point 0^ en sens opposis et avec la condition que leurs vitesses anguiaires 
aient le rapport constant 2:1, la corde su enveloppera Thypocyclolde (? ou 
une cburbe egale a C^. 

12. Deux tangentes conjuguees de Thypocyclolde se coupent en s 
(ou «') et rencontrent de nouveau le cercle C^ en w, fM-, Soit m^ le point du 

cercle diametralement oppose k s; 
et menons par ^, la parallele a fifjt'y 
qui coupe en «o^ g^ g' le cercle et les 
droites «/i, s'ti'. On aura ug'==8fi 
et iLi'g' = 8u'; g et g' sont donc 
(5.) les points oü Thypocyclolde est 
touchee par les droites au, %^ix\ et 
par suite (2.) gg* est une nouvelle 
tangente, dont le point de contact 
^0 sera determine par la condition 
i^o^o = «<»A^(). Or on a gg' = 2.ii.ttV 
donc la distance des deux points 

ou Thypocycloide est coupee par une tangente quelconque est toujours egale 

au diametre du cercle C^. 

13. Menons par g, g' les normales a Thypocyclolde, c'est-a-dire les 
droites ga, ga perpendiculaires resp. ä gs, gs. La figure sgag est un rect- 
angle, et par suite le point a, commun a ces normales, est en ligne droite 
avec et s; et Ton » ao = dos. La perpendiculaire abaissee de s sur gg 
passe par s^ et est tangente ä Thypocycloide (10.); donc la perpendiculaire 
abaissee du point a sur gg' passera par g^ et sera par consequent normale, en 
ce point, a Thypocycloide. 

Ainsi les normales a Thypocyclolde aux trois points g, g\ ^o (oü cette 
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courbe est touchee par trois droites issues d'un möme point s du cercle C^) 
concourent en im mdme point a (situe sur le diametre m), dont le lieu est 
le cercle {pqr) concentrique a C^ et de rayon triple que celui-ci. Autrement: 
les normales de Thypocyclolde C^ enveloppent une autre hypocyclolde in- 
yersement homothetique a C; o est le centre, et 3:1 le rapport de similitnde. 

14. On a deja vn que, si trois tangentes de Thypocyclolde concourent 
en un möme point d, les tangentes resp. perpendicuiaires a celles-la forment 
un triangle abc, dont les sommets appartiennent aux premieres droites (4.). 
Les qnatre points abcd sont les sommets d'un quadrangle complet orthogonal 
circonscrit a la courbe; c^est-a-dire que chacun de ces points est le con- 
cours des hauteurs du triangle forme par les trois restants. Soient Oi 6| Ci les 
points diagonaux du quadrangle (les intersections des couples de cötes opposes) ; 
ils sont situes sur le cercle C^, car chacun d'eux est Tintersection de deux 
tangentes perpendicuiaires de C^. Donc le cercle C^ contient les pieds des 
hauteurs, et par suite aussi les milieux des cötes*), pour tout triangle ana- 
logue a abe^ c'est-ädire pour chaque triangle forme par trois tangentes de 
Thypocyclolde 5 dont les conjuguees passent par un mdme point. Autrement: 
le cercle C^ passe par les points milieux des six cötes de tout quadrangle 
complet orthogonal analogue ä abcd (c'est-a-dire circonscrit ä Thypocyclolde) ; 
et les droites qui joignent les points milieux des couples de cöt^s opposes 
sont des diametres du cercle. 

n y a un des triangles tü^c qui est equilatere et par suite circonscrit 
au cercle C^; c'est le triangle forme par les tangentes en ii, «^ to (9.). 

15. La courbe C^ etant le lieu d'un point ou se croisent deux seules 
tangentes distinctes, ii en resulte qu'elle partage le plan en deux parties, dont 
Tune est le lieu des points ou se coupent trois tangentes reelles distinctes; 
Tautre au contraire contient les points situes sur une seule tangente reelle. 
Or, chaque point du cercie C^ est Tintersection de trois tangentes reelles de 
Thypocycloide ; la möme propriete appartient donc a tous les points situes 
dans rinterieqr de Thypocyclolde, et Topposee aux points extörieures. 

U s'ensuit que^ si le quadrangle abcd a un sommet a Tinterieur, les 
trois autres sommets sont aussi Interieurs, et le quadrangle est completement 



^ Fetterbach, Eieenschaften einiger merkwürdi&;en Punkte des gerad- 
linigen Dreiecks (Nürnberg 1822)^ p. 38. II r^aulte aun antre th^or^me dtk 
Feuerbach (ibidem) que le cercle C est I'enveloppe des cercles inscrits et ex-inscrits 
k tous les triangles analogues k abc. 
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reel. Si, ao contraire, il y a on sommet extörienr, il y en aora un second 
qui sera aussi au dehora, mais les deux reatanls seront imaginaires. 

Si rnn des sommeta, a, tombe sur la circonf^rence de C^y an autre 
soimnet, dy colncidera en a, a caose des deox tangentes perpendicnlaires qui 
se coupent en ce point. Dans ce cas donc, le quadrangle tAcd devient nn 
triangle rectangle 9gg* (1^0 9 ^^^^ Tangle droit a son sommet sur le cercle 
C% et les antres sommets appartiennent a Thypocyclolde. 

16. On peot regarder denx tangentes, GG'y perpendicnlaires, doThypo«- 
cyclolde comme les asymptotes d^nn faisceau d'hyperboles equilateres, qni 
aient un double contact a Tinfini, et parmi lesquelles on doit compter la paire 
de droites GO' (hyperbole equilatere avec un point double) et la droite ä 
Tinfini regard^e comme un Systeme de deux droites colncidentes (hyperbole 
equilatere avec une infinite de points doubles). A une autre paire de tangentes 
perpendiculaires correspondra un autre faisceau d'hyperboles equilateres; et les 
deux faisceaux auront en commun une hyperbole (la droite a Tinfini). Toutes 
les hyperboles Equilateres de ces faisceaux correspondanls aux couples de tan- 
gentes perpendiculaires de Thypocyclolde forment donc un reseau göome- 
trique (Introd. 92); c'est-a-dire que par deux points choisis arbitrairement 
on peut faire passer une (une seule) hyperbole equilatere, dont les asymptotes 
soient tangentes ä Thypocyclolde. 

Les points doubles des hyperboles du reseau sont les points de croi- 
sement des asymptotes (c'est-a-dire les centres des hyperboles) et les points 
de la droite a Tinfini; cette droite forme donc, avec le cercle C^ comme 
Heu des centres de toutes ces hyperboles equilateres, la courbe Hessienne 
du reseau (Introd. 95). 

Les droites qui composent les hyperboles du reseau, douees d^un point 
double, sont les paires de droites GG'; ainsi Thypocyclolde C^, comme en- 
veloppe des asymptotes de toutes ces hyperboles equilateres, est la courbe 
Cayleyenne du reseau (Introd. 133, b). 

La Hessienne est le lieu des couples de pöles conjuguEs par rapport aux 
coniques du reseau (Introd. J32, b), tandis que la Cayleyenne est Tenveloppe 
de la droite qui Joint deux pöles conjugues (Introd. 132, a; 133, b); donc 
les points correspondants /x, v du cercle C^ et de la droite a Tinfini (7.) sont 
des pöles conjuguEs par rapport a toutes les hyperboles equilateres du reseau; 
et Thypocyclolde est Tenveloppe de la droite .üj'*). 

*) M. Schröter a d6jk d^fini la courbe C comme enveloppe de la droite /mp qoi 
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17. Deux hyperboles equilateres du röseau se coupent en quatre points, 
sommets d'un quadrangle complet orthogonal, dont les cötes sont tangents ä 
Thypocyclolde et les points diagonaux sont situes sur le cercle C^ (Int r od. 
133, d). Ces quatre inlersections forment donc Tun des qoadrangles abcd 
deja consideres (14.). 

Ainsi tont quadrangle abcd (orthogonal et circonscrit a C^) est la base 
d'un faiscean d'hyperboles du reseau; et reciproquement, chaque hyperbole 
du reseau passe par les sommets d'un nombre infini de ces quadrangles. 

Si le quadrangle abcd deg^nere en un triangle rectangle, dont le 
sommet /i de Tangle droit appartiendra au cercle C^ (15.)9 toutes les hyper- 
boles equilateres circonscrites auront en ^ la mdme tangente /äv (Introd. 135). 
Donc le cercle C^ est le lieu des points de contact des hyperboles du reseau 
(Introd. 92), et Thypocyclolde est Tenveloppe des tangentes communes en 
ces points de contact entre les hyperboles du reseau. 

18. Soit J le centre du cercle D^ circonscrit au triangle abc; on sait*) 
que dy intersectioR des hauteurs de ce triangle, est le centre de similitude 
directe des cercles C^, D\ et que le centre o de C^ est le point milieu du segment 
dd. D'oü il suit que le rayon de D^ est double du rayon de C^: c*est-a-dire 
que les cercles circonscrits a tous les triangles analogues ä abc sont egaux* 

II resulte d'ici encore que les centres a^ ß, y, d des cercles circon- 
scrits aux triangles bcd, cad, abd^ abc sont des points symetriques k a, by 
Cy dy par rapport au point o; et par consequent que aßyd est un quadrangle 
egal et symetrique a abcd: o etant le centre de sym^trie. Donc les points 
diagonaux des quadrangles analogues ä aßyd sont situes sur la circonference 
C^ (14.), et Tenveloppe des cötes de ces mömes quadrangles est une courbe 
egale et symetrique a C^ (o centre de symetrie). 

On sait **) que dans un quadrangle complet orthogonal la somme des 

carres de deux cötes oppos^s (par ex. bc+da) est ögale a quatre fois le 
carre du diametre du cercle (C^) decrit par les milieux des cötes; cette somme 
est donc constante pour toutes les couples de cöt^s opposes dans tous les 
quadrangles analogues a abcd et aßyi. 



Joint les points homologues de deux s^ries projectiTes de points, dont Fune soit donn^e 
sur la circonference du cercle C*, et Tautre sur la droite k Tinfini (tom. 54 de ce 
Journal, p. 81). 

*) Steiner, Die geometrischen Eonstructionen (Berlin 1883), p. 51. 

•♦) Ckumoi, Geometrie de position (Paris 1803), No. 154. 
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19. D'un point quelconque f du cercle D^ circonscrit aa triangle ofrc 
abaissons les perpendiculaires sur les cöles de ce triangle. D^apres un th^reme 
tres-connu, les pieds des trois perpendiculaires sont allign^s sur une droite O. Cher- 
cbons Tenveloppe de cette droile, lorsque le point f se deplace sur le cercle I>^ 

Si f tombe sur Tun des sommets abc, la droite G devient Tune des 
hauteurs aot^ 661, cci du triangle; et si f est oppose diainetralement a Tun des 
sominelsy G colncide avec Tun des cötes bc, ca, 06. Les six cötes du quadrangle 
complet abcd sont donc autant de tangenles de Tenveloppe dont il s'agtt. 

Si f colncide avec Tun ou lautre des points circulaires coco', la droite 
G tombe entierement a Tinfini: d^ou il resulle que la droite a Tinfini est une 
tangente double do i'enveloppe. En outre, si doit avoir une direction 
donnee, le point f est unique et determine; et pour le construire, il suffit de 
tracer par d une droite ayant la direction donn^e, et de joindre les inter- 
sections de cette droite par les cötes bCy ca, ab, aux intersections correspon- 
dantes (difförentes de a, b, c) du cercle D' par les hauteurs ooi, 661, cci; 
les trois droites ainsi tracees concourent au point f^). 

La courbe enveloppee par les droites G est donc de la troisieme olasse 
et a, en commun avec Thypocycloide C^^ la tangente double et six autres 
tangenteSi, ce qui equivaut ä dix tangentes communes: par consequent les deux 
courbes colncident ensemble. 

Ainsi Thypocyclolde C^ est Tenveloppe des droites G pour tout triangle 
analogue a abc; c'est-a-dire que, si aux points oü les cötes d'un triangle abc 
sont coupes par une tangente quelconque de Thypocycloide^ on ^leve les per- 
pendiculaires sur ces cötes, ces perpendiculaires se couperont sur la circon- 
ference du cercle circonscrit au triangle abc. 

20. La droite G (19.) est la tangente au sommel dune parabole i>P, 
qui a son foyer en f et est inscrile au triangle abc **). La courbe C^ est donc 
Tenveloppe des tangentes au sommet des paraboles inscrites aux triangles 
(dont Tun quelconque suffit pour determiner la courbe) analogues a abc. 

Du resle, cette definition de la courbe C^ rentre dans la m^tbode de 
M. Chasles^^) pour engendrer les courbes de troisieme ordre ou classe. Soient, 
eil elTet, /V une paraboie inscrite au triangle abc^ et v le point a Tinfini sur 



*) Sieiner^ D^veloppenieiit d'une s^rie de thöor^mcs relatifa aux 
Ml ütiorii ooniquoM (Annales de Math^matiquea de Gergonne^ t. 19, p. 60). 

***) tiieiner, Dtfveloppement etc. p. 45. 

') (*oniptei rnnduB de TAcad. des sciences (Paris 1853) t. 86; p. 949; t.37| p.443. 
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la direction perpendicolaire aux diametres de iV^ La parabole JV^ et le point 
correspondant Vy en variant ensemble, engendrent deax series projectives: 
donc, si par y on con^oit la droite G tangente a la parabole correspondante 
JV^^ Tenveloppe de G sera une courbe de troisieme classe, toachee par la 
droite ä Tinfini aux points circulaires co^ cd'. 

21. Soit f le point du cercle D^ (19)* qui donne naissance ä une 
droite G' perpendiculaire ä 0. Si Ton fait varier simultanöment les points 
ff'y üs engendrent (sur le cercle D^) une Involution, dont les points doubles 
sont evidemment les points circulaires a Tinfini : d^on Ton conclut que la droite 
ff passe par le centre d du cercle. 

Or le point d est (18.) le centre de similitude directe des cercles C^, 
D^ (le rapport de simililude Mant 1:2), et de plus, ce mdme point d est 
situe sur la directrice de la parabole N^ *) ; le point milieu /i de la droite fd 
est donc commun a la droite 6^ et an cercle C\ De mdme, ce cercle et la 
droite G' passent par le point fji' milieu de fd. Ainsi les triangles dff^ dfifi' 
sont directement semblables; et par consequent la droite fi/i' est parallele ä 
ff et passe par o, point milieu de di (et centre de C^). 

22. Une droite qoelconque /{ coupe Thypocyclolde C en quatre points: 
les tangenles en ces points determinent uno parabole P'^ qui estPenveloppe- 
polaire de la droite R par rapport a C^, regardee comme courbe de troisieme* 
classe (Inirod. 82). Les diametres de ceite parabole sont perpendiculaires 
a R (Inirod. 74). 

Si, au Heu de R, Von considere une droite G qui soit tangente ä C^ 
en g et secante en k, k\ la parabole P'^ sera tangente k G en g, et par con- 
sequent aura son sommet en ce point. £n outro, les tangentes a Thypocyclolde 
en k, k\ etant perpendiculaires (2.), so couperont sur la directrice de P^; 
donc la directrice de la parabole P^ relative a une tangente G de Thypo- 
cyclolde est parallele a cette tangente et passe par le point fi! du cercle C^ 
qui correspond i la tangente G\ perpendiculaire a G (6.). 

li resulte d'ici que les directrices des paraboles P^, relatives aux tan- 
gentes de l*hypocyclo'ide^ enveloppenl une autre courbe egale, concentrique et 
symetrique a C^ Les axes de ces paraboles sont evidemment les normales 
de (7\ et par suite enveloppent la developpee de C^ (13.). Le lieu des 
sommets de ces paraboles est Thypocyclofde C elle-mßme. 



♦) Sleiner, Ddvelopperaent etc. p. 59. 
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Im droUe i llnfini, la 
', regirdes eoaune 



les dlroftes dn plan fonBeiit 
resea« (16.). D y a ane 

«bitrairenieiit 

OBl deax aotres tan- 

b dMle a llafiai: €*ert-a- 

^mirihtera, doitt on c6te 

de dcoilea R issaes d^an mtaie 

0- 

de dmtes R paralleles, les axes 
direclioB eonaone, p«^- 
3 y a de ^as: la droile ä llnfini 
des droites R, Taiie des paraboles est 
^V doBc toates les paraboles iP^ cor- 
de driNtes paralleles ont le möme foyer et, par 
siHtov W «rfiM axe. 

D'^o« tt nisaile fae le systeoie (23.) des eaveloppes-polaires de toates 
liM^ drailM da plaa est cospose d^aa noaibre iafini de series, correspondantes 
aax diÜHTtates durectkuis de ces droites: chaqae serie etant constituee par des 
pardkd«s 1^^ fai oat le Mtae foyer et le aitaie axe. 

1)^ Toat poiat da plaa est pole de qaatre droites (y comprise la 
dnMie i I1aiai)> fui formeBt an qaadrilatere drconscrit a toates les paraboles 
1^^ ciMrfe«poadaates aax droites qai concoarrat an point dont il s^agit Ainsi» 
i^ cliaqae poiat da plaa correspond an qaadrilatere, et le liea des sommets de 
loa» CM faadrilateres coaiplets est ane coorbe da troisieme ordre, la Cayleyenne 
da »)Slj^nie des paraboles P^ (Introd. 133, d). Or, chacan de ces qaadri- 
lal^TM A t^^ soBiBiets a llnfini, car Tune des qaatre droites dont il resolte 
^K la droite A rinfini: dono la Cayleyenne se compose de la droile a Tinfini 
0t d\uie coaiqae, liea des soaimets d'an triangle drconscrit aax paraboles P^ 
ttui corrtspoadeat i^ des droites issnes d'an mönie point (variable dans le plan). 
Poar oae «Me de paraboles P' ayant le rnöme foyer et le mime axe 
())40% t^ trtnnyle clrconscrit a laa de ses sommets an foyer, et les deax 
attlre» äux polnl« otrcalaires k Tinfini: donc la coniqae qoi fait partie de la 
(^nyli^yi^iitt« ^tX ttu cerele. 
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Les droites dont le pdle est le point o (conconrs des tangentes de 
rebroussement de la courbe fandamenlale C) sont la droite ä Tinfini et les 
cöt^s dn triangle forme par les points de rebroussement (Introd. 139, d). 
Donc le cercle qni, avec la droite a Tinfini, constitue la Cayleyemie du Systeme 
des paraboles P% passe par les rebroussements pqr de Thypocyclolde C^^ et 
est, par snite, concentrique au cercle C^ (8.). 

Ainsi, ce cercle (pqr) est le lieu des foyers des paraboles P^ (24.). 

26. Les diagonales des qnadrilateres qu'on a consideres ci-devant 
(25.) enveloppent une conrbe de la troisieme classe, la Hessienne du Systeme 
des paraboles P^ (Introd. 133, d). Or, dans une serie de paraboles ayant 
le mdme foyer et le mdme axe (24.), Taxe commun est une diagonale du 
quadrilat^re circonscrit; donc la Hessienne est Tenveloppe des axes de toutes 
les paraboles P^*). 

La Hessienne touche la droite a Tinfini aux deux points circulaires 
WO}' (Introd. 96, d); donc eile ne possede que trois points de rebroussement. 
En outre, eile est touchee par les tangentes de rebroussement de la courbe 
fondamentale (Introd. 100), et par consequent, ces droites op, oq, or sont 
des tangentes de rebroussement, aussi pour la Hessienne (Introd. 140, a). 

Les points pqr (rebroussements de C) sont des points simples de la 
Hessienne, qui y est touchee par le cercle Cayleyen (Introd. 141), c^est- 
a*dire, par des droites pei^pendiculaires aux tangentes de rebroussement. 

De ce qui precede il resulte que la Hessienne du Systeme des para- 
boles P^ est une courbe inversement homothetique a C^: o dtant le centre et 
3 : 1 le rapport de similitude. Autrement: la Hessienne est la d^velopp^e de 
la courbe fondamentale (13.). 

On Yoit encore que toutes les courbes de la troisieme classe touch^es 
par les tangentes communes a C^ et a sa Hessienne sont des hypocycloldes 
semblables et concentriques a C^. Et les cercles Cayleyens correspondants 
a ces hyperboloides ont le m6me centre o. 

27. Seit r^ Thypocyclolde semblable et concentrique ä C'^ dont les 
points de rebroussement soient uew, oü C est touchee par le cercle C^ (8.). 
Alors Thypocyclolde C^ sera la developpee et la Hessienne de F^; et le 
cercle C^ formera, avec la droite a Tinfini, la Cayleyenne de JH; donc: 



*) Voir k ce propos: Steiner, VermiscLte Sätze und Aufgaben (t. 55 de 
ce Journal, p. 371). 
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L'bypocyclolde C^ est Tenveloppe des axes des paraboles IT% en* 
veloppes-polaires des droites du plan, par rapport a Thypocyclolde F^ (26.); 

Le cercle C^ est le lieu des foyers des paraboles FP (25.): 

Deux langentes perpendiculaires de l'hypoeyclolde C sont des droit« 
conjQgaees par rapport a toules les paraboles fP (Introd. 132, b); 

Deux paraboles /7^ sont inscrites dans nn mdme triangle qoi est inscrit 
dans le cercle C\ Ce triangle, avec la droite a Tinfini, forme un qnadrilatere 
complel, dont les diagonales (c'eat-a-dire les cötes du triangle circonscrit et 
homotbetique au precedenl) sont tangentes a rbypocyclolde C (25., 26.). 

28. Seit fi/^it^i Tun de ces Iriangles inscrits dans C^ et eirconscrits 
a deux (et par snile a un nombre infini de) paraboles IV. Parmi les para- 
boles inscrites dans le triangle fifiifJhi U y a trois systemes de deux poiota, 
c'est-a-dire (^y), (^i^'O? {ih'^t)' ©n designant par v, v,, y, les pointe a 
Tinfini sur les directions /ii/^, M-if^y t^t^i- Au point /i se croisent deux tan- 
gentes perpendiculaires de C^, qui, etant conjuguees par rapport a toute pa- 
rahoie /7^ (2?.)? divisent barmoniquement les Segments /^fi, A^n^ et par 
suite sont les binsectrices de Tangle iLtififh- Ainsi les trois couples de tan- 
gentes perpendiculaires de Thypocyclolde, qui se coupent aux points maijAH, 
sont les bissectrices des angles du triangle forme par ces points: ces six 
tangentes 0ont donc les cötes de Tun des quadrangles orthogonaux abed, qu^on 
a ddji rencontres (14.). 

Les troisidmes tangentes qu'on peut mener des points fi/^fJh a rbypo- 
cyclolde sont resp. paralleles aux cötes a^i/u,, jLi2fA, fif^i (27.), et par soite 
(10.) elles sont resp. perpendiculaires aux diametres de C* qui joignent les 
mtlieux des cöiin oppos^s du quadrangle forme par les bissectrices. 

Ces troisiemes tangentes forment un triangle, dont les cötes ont leurs 
milieux en fM, /^i, //,; donc ce triangle est Fun des triangles abc deja con- 
iid^r^s (14.); et les nouvelles interaections du cercle C* par les cötöa sont 
las pleds des hauteurs du mAme triangle; et ces hauleurs sont elles- mömes 
tangentes ä Thypocyclolde. 

29. Deux triangles analogues a /XA^i/^2 sont inscnts dans le cercle 
C^, eirconscrits a une parabole fl^ (27.) et conjugues a une byperbole equi- 
lflU!rre Q^ du r^soau dont rbypocyclolde C^ est la courbe Cayleyenne (16.): 
donc le Cifrcle C^ el la parabole i7' sont polaires reciproques par rapport 
k riiypi^rbole i^quilalere Q\ Ainsi le cercle est circonscrit a un nombre in* 
firil drt IrittiJglos conjugu6s a Thyperbole eqnilatere et eirconscrits a la parabole. 
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Toate tan^ente de la parabole coape le cercle et Thyperbole ^quilatere en 
quatre points harmoniques; et reciproquement les tangentes qii^on peat mener 
d'un poinl du cercle a la parabole et a Thyperbole equilatere formenl nn 
faisceau harmonique. (latrod. 108, g.) 

Le centre de Thyperbole equilatere Q^ est un point fi du cercle C^ 
(16.); le triangle swcd' est inscrit dans le cercle et conjugue a l'byperbole; 
donc il est circonscrit a la parabole 77% c'est-a-dire que /i est le foyer de 
cette parabole. 

La tangente au cercle en fi doit ölre conjuguee ä la direction de la 
parabole, par rapport a Thyperbole Equilatere; donc les asymptotes de cette 
demiere courbe sont les bisi^ctrices des angles compris par Taxe de la pa- 
rabole et la tangente du cercle. Geci revient a une propriete d^ja deroontree 
(7.), car Taxe de la parabole (27.) et lea asymptotes de Thyperbole Equilatere 
(16.) sont les tangentes de Tbypocyclolde qui se coupent au point fi. 

30. Toutes les paraboles TP qui sont tangentes a une möme droite 
G, tangente ä Thypocyclolde C% ont le möme point de contact (Introd. 90, b). 

En regardant toujours 7'' comme courbe fondamentale, par rapport a 
laquelle tonte droile a son enveloppe - polaire et son pole (Introd. 130, a), 
une droite Q tangente a Thypocyclolde C^ aura son pole au point g\ oü C 
est toucbee par une droite 0^ perpendiculaire ä (Introd. 132, c). 

Les paraboles W qui passent par un nidme point a sont les enveloppes- 
polaires des droiles tangentes ä une möme conique A?y qui est le lieu des 
pöles des droiles issues du point a (Introd. 136). 

II y a un nombre infiui de coniques A^ qui se reduisent a une couple 
de poiuts gg\ ces d^ux poinls appartiennent toujours a Thypocyclolde C% et 
la droile gg' est tangente a ceile mdme courbe. Les points a auxquels cor- 
respoudent ces coniques A^ sont situes sur le cercle C (Introd. 136, b). 

Tonte conique A^ est tangente a Thypocyclotde C^ en trois points, ou 
cette derniere courbe est toucbee par les droiles resp. perpendiculaires aux 
tangentes issues du poinl a (auquel correspond A?) (Iiltrod. 137). D'oü il 
suit que, si a tombe en o, A' coTncide avec le cercle C^; et que Thypo- 
cyclolde C^ a un contact du cinquieme ordre, aux points u, e, w, avec les 
coniques A^ correspondautes aux points de rebroussement p^ q, r (8.), con- 
sideres comme points a. 

En outre, pour un poinl quelconque a^ la conique A^ coupe Thypo- 
cyclolde C en deux points, qui sont les pöles des tangentes du cercle C^y 
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issues do point a. Cette propriete r^sulte de ce que les droites tangenles ä 
ce cercle ont lenrs pöles snr Thypocyclolde C (Int r od. 135). 

Les tangentes de rhypocyclolde C^, perpendiculaires aux trois droites 
qui touchent cette courbe et une conique (A^) aux meines points se rencontrent 
en nn point. 

Si Ton mene par deux points quelconques six tangentes a Thypo- 
cyclolde, les tangentes resp. perpendicalaires a celles-Ia forroent nn hexagone 
de Brianchon. 

Si Ton inscrit nne conique quelconque dans l'un des triangles abc, dont 
il a ete question ailleurs (14.), cette conique a trois droites tangentes com- 
munes avec Thypocyclolde, autres que les cdtes du triangie abc; et, aux points 
de contact de ces droites, Thypocyclolde est touchee par une autre conique 
(Introd. 137, a). 

31. Au moyen de l'un quelconque de ces triangles abc^ on peut 
encore engendrer la courbe C d'uue autre mauiere. Concevons la serie des 
coniques J^, inscrites dans le triangie abc et passant par le concours d des 
hauteurs oaj, 66i, cci; et supposons qu^on ait trace, pour chaque conique J^, 
la droite H tangente en d et la tangente K parallele a H. On demande quelle 
courbe est enveloppee par les droites K? 

Les coniques J^ qui touchent la droite ä Tinfini sont deux paraboles 
(imaginaires) tangentes en d aux droites dio, dm'; et on voit aisement que, pour 
cbacune de ces paraboles, la droite K tombe entierement a Tinfini. La droite a 
Tinfini est donc une tangente double (ideelle) de Tenveloppe dont il s'agit. Et 
comme il n'y a qu'une conique J^ tangente en d k une droite donnee, cette 
enveloppe n'a qu'une tangente dont la direction soit donnee, et par suite eile 
est une courbe de la troisieme classe. 

Si Ton donne a la droite H la position perpendiculaire a Tun des 
cötes du triangie abc, la tangente K colncidera avec H; car la conique J^ 
devient, dans ce cas, Tune des cöuples de points fta^^ 66i, CC|, ou, ce qui 
est la roöme chose. Tun des segments aoi^ bb^^ cc^ consideres comme des 
ellipses dont une dimension soit nulle. 

Si H est parallele ä Tun des cötes du triangie abc^ K sera ce möme 
cdte; donc les cötes et les hauteurs du triangie abc sont autant de tangentes 
de la courbe enveloppee par les droites K. 

Ainsi cette courbe et Thypocyclolde C^ ont la tangente double et six 
tangentes simples communes; et par suite elles colncident (19.)* 
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32. Observons qne les centres des coniqnes J^ sont snr la circon- 
förence d'one ellipse inscrite daus le triangle forme par les milieax des cötis 
du triangle donne oöc*), et circonscrite au triangle forme par les milieux 
des bauteurs. 

Et les points des coniques ^d^, qui sonl diametralemenl opposes a d, 
forment une autre ellipse homothetique a la precedenle et de dimensions 
doubles. Ces points et les droKes H correspondantes engendrent deux systeroes 
projectifs. D^ou il suit reciproquement que: 

ätant donnes une conique E^ et un faiscean de droiles, dont le point 
commun seit d, et dont les rayons H correspondent anbarmoniquement aux points 
h de E^; si Ton mene par cbaque point h la droite JS' parallele au rayon 
correspondant H^ Tenveloppe de K est une coarbe de troisieme classe et quatrieme 
ordre, pour laquelle la droite a Tinfini est la tangente double et les points de 
contact sont situes sur les rayons H qui correspondent aux points ä Tinfini 
de £^ Cette courbe est donc (9.) une bypocyclolde lorsque, E^ ötant une 
ellipse, les points i Tinfini de cette conique correspondent aux droites d(o^ dm'. 

Les points jj% ou la droite yariable H coupe E\ forment sur cette 
ellipse une involution; et les couples de points conjugues n' correspondent 
anbarmoniquement aux points k. n y a trois points . h qui coTncident avec 
Tun des points ti' correspondants; c'est-a-dire quMl y a trois droites H qui 
passent par les points correspondants h. Ces droites sont les tangentes a Thypo- 
cyclolde qui passent par d. 

33. Voici encore un autre moyen d^engendrer cette merveilleuse 
courbe, douee de proprietes si nombreuses et si elegantes. Soient ui)w les 
sommets d^on triangle equilatere inscrit dans le cercle C\ Cberchons Tenve- 
loppe d'une corde /j's teile que Ton ait, entre les arcs, la relation f^u=^^!U9, 

ou bien iiiu=^\us (et par suite, /i«=r^M^ juw = \ws). 

Combien de ces cordes /($ passent par un point x pris arbitrairement 
sur la circonference de C^? Si Ton considere ce point comme point u^ il 
suffira de prendre un arc €» = 2;/» (ce qu'on peut faire d'une seule maniere), 
et nous anrons, dans la corde jus, une tangente K de Tenveloppe dont il s'agit. 
Si, au contraire, on considere x comme point s^ il faudra prendre un arc 
ufi = \$u, ce qui donne deux points u, fi' diametralement opposes; et su, s/i' 



^) Heam, BesearcbeB on carves of the second order etc. (London 
1846), p. 39. 
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seront deax autres tangentes de Tenveloppe. Ces deux tangentes, G^ ff, sont 
evidemment perpendiculaires entre elles, et la premiere tangenle K est per» 
pendicalaire aa diametre fifi'. Notre enveloppe est donc une coorbe de la 
troisieme classe. 

De la construction qoi precede, on deduit que, poor chacan des points 
uvw la tangeote K coincide avec rone des OG'; et, par soite, que Tenveloppe 
est tangente en uvw au cercle C% et qoe les diametres au, oe, ow lui sont 
aassi fangen ts. 

Cetle conrbe de troisieme classe est donc Thypocyclolde a trois re- 
broussements. Par consequent, les points u, e, w, oü Thypocyclolde est tangente 
an cercle C% sont des points de triseclion ponr les arcs sons-tendus par une 
tangente qnelconque de la m6me courbe. 

34. On pent encore rencontrer Thypocyclolde a trois rebronssements 
dans la theorie des cnbiqnes ganches (courbes a double courbnre du troisieme 
ordre). On sait *} qu'nn plan qnelconque contient une droite tangente en deux 
points distincts a nne surface developpable du quatriöme ordre, donnee. Si 
donc on coupe la surface par un plan passant par la tangente double ä Tin- 
fini, la section sera une courbe de la troisieme classe et du quatrieme ordre, 
ayant la tangente double a Tinfini. Et par consequent, si la developpable est 
tangente en deux points (imaginaires conjugues) au cercle imaginaire a Tinfini, 
tout plan, dont la Irace a Tinfini seit la corde de contact, coupera la surface 
suivant une hypocyclolde (a trois rebroussemenls). D'ou il resulte que: 

Si une surface developpable du quatrieme ordre est coupee par un 
plan donne suivant une hypocyclolde, tout plan parallele au donne coupera 
la surface suivant une aulre hypocyclolde; 

Si une cubique gauche passe par les sommets de deux triangles equi- 
lateres situes sur deux plans paralleles, et a deux plans osculateurs (imaginaires) 
paralleles a ces plans, la surface developpable formee par les tangentes de 
la cubique est coupee par tous les plans paralleles aux donn^s suivant des 
hypocycloldes. 

35. Deux hypocycloldes (a trois rebronssements) sont situees sur deux 
plans paralleles /7|, TZ,; cherchons Tenveloppe du plan qui coupe les plans 



*) Caylev, Memoire sur les courbes ä double courbare et aar les 
•urfaces developpables (Journal de matb^matiques de LiawriUe, t 10^ 1* s^rio; 
p. 246). 
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donnes snivant deux tangentes de ces conrbes. Si par un point arbitraire de 
Tespace on mene les plans tangents resp. anx denx hypocycloldes, ces plans 
eDTeloppent denx cönes de troisieme classe et quatrieme ordre, qui ont un plan 
bitangent commun (parallele aux plans donnes) et mdmes generatrices de contacl, 
dirig^es aux points co^ (o\ ou le cercle imaginaire a Tinfini est rencontre par 
les plans 77. Ces cönes n'anront donc plus que trois antres plans tangents 
comronns: ce sont les senls plans qvi^on puisse mener par le sommet (pris 
arbitrairement) a toncber en roöme tems les deux hypocycloldes. L'enveloppe 
demandee est donc nne surface developpable de la troisieme classe et, par 
anite, da qnatrieme ordre. La cubiqne ganche K^, conrbe cuspidale de cette 
developpable , passe ividemment par les points pqr de rebroussement de 
chacune des bypocycloldes donnees et y est oscolee par trois plans qui con- 
conrent au centre o du triangle ^qnilatere pqr (8.). CVst-a-dire que ce 
point est le foyer*) du plan 77^ par rapport a la cubiqne ganche. 

Et, par suite, la droite a Tinfini, commune aux plans donnes, est Tin- 
tersection de deux plans tangents (imaginaires) de la developpable , dont les 
generatrices de contact passent par les points circulaires co^ a>'. La cubiqne 
ganche K^ a donc trois asymptotes reelles: autrement, eile est une hyp er- 
hole gauche**). 

De ce qui precede on däduit que tout plan IT, parallele aux plans 
donnes, coupe la döVeloppable suivant nne courbe de troisieme classe et 
quatrieme ordre, ayant la tangente double a rinfini et les points de contact 
en (o^ (o'^ c^est-a-dire, suivant une hypocyclolde C^^ dont les rebroussements 
pqr appartiennent a la cubique ganche K^. Le lieu des cercles circonscrits 
aux triangles equilateres pqr est une hyperbololde ganche Y***). 

Les .plans IT sont conjugues, par couples, en inyolution : de deux plans 
conjngu^s, Tun contient la conique lieu des pdles de Tautre, par rapport aux 
hyperbolea H^ suivant lesqnelles la developpable est coupee par ses plans 
tangents. Toutes les coniques, locales des pdles dans les differents plans JT, 
passent par les points ioa)\ et par suite sont des cercles, dont les centres 
(situös sur une droite, corde ideelle de la cubiqne ganche) sont les points o, 



*) Memoire de g^om^trie pure sur les cubiques gauches (Nouv. 
Ann. de Math. 2* s^rie, t L, p. 287). no. 3. 

*♦) Ibid. no. 4, 13. 

') Ibid. no. 8. 
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centres des Iriangles eqoilaleres pqr. Ces cercles sont pricisemenl les cercles 
C^ (8.) tangents intöriearement aux hypocycloldes C^^ c'est-a-dire les cercles 
lieux des intersections des couples de tangenles perpendicolaires *). 

Taus ces cercles C^ sont sitoes sur uu Kyperbololde 4>, semblable a Y. 
Cet hyperbololde 4> est, en outre^ le lieu de la droite intersection de deux 
plans (conjugues) tangeats ä la d^veloppable et coupant les plans 77 suivajit 
des droites perpendiculaires. Ce mdme hyperbololde est inscrit dans la de- 
veloppable, et la courbe de contact est ane cubique gaoche semblable a K^ **). 

Dans rinvolotion des plans IT, les plans doobles (imaginaires) sont 
tangents a la developpable, et le plan central JT^ coope Thyperbololde 4^ 
suivant an cercle C^^ qui est le lieu des centres des hyperboles IP inscrites 
dans la developpable. Les pdints uvw, oü le cercle CS est tangent ä Thypo- 
cyclolde CS correspoudante , sont les traces des asymptotes de la cubique 
gauche K^f et lAs pöints u'e'w' de CS^ diametralement opposes a m>w, sont 
les centres des hyperboles (circonscrites au triangle forme par les rebrousse- 
ments de Phypocyclolde) , suivant lesquolles la cubique gauche est projetöe 
sur le plan central par les trois cylindres passant par elle*^^). 

Un plan tangent quelconque de la developpable coupe le cercle Cy en 
deux points s, fi; et le plan tangent conjugue passe par le m6me point $ et 
par un autre point fi' (10.). Ces deux points fifi^ diametralement opposes 
dans le cercle, sont les centres des hyperboles iPy suivant lesquelles la de* 
veloppable est coupee par les deux plans tangents nommes ^^***). 

(36.) Revenons maintenant a un theoreme deja demontre (10.). fitant 
donne un point «i sur la circonference d'un cercle C^y menons arbitrairement une 
corde «ifz; ensuite, une autre corde «2^3 perpendiculaire au diametre qui passe 
par $i\ apres, une troisieme corde 9^9^ perpendiculaire au diametre qui passe 
par «29 • • • et ainsi de suite. Ces cordes forment une ligne brisee, inscrite 
dans le cercle et circonscrite & une hypocyclolde douee de trois rebroussements. 

La relation entre deux cordes successives /»j^«^^ ^^^^+1 6st teile que 

Tarc «jt^jT+i ^st double de Tarc «^-i^r^ mais dirigifr en sens contraire; c^est- 
ä-dire, qu'en regardant comme egaux deux arcs, dont la difference seit un 



•) Ibid. no. 3, 11. 

*♦) Ibid. no.8, 11 

*♦*) Ibid. no. 14. 

•**0 Ibid. no. 21. 
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mnltiple de la circonference 2n, Ton a 

ou bien, en desipiant par 0^, Tarc SiS^, 
d'oä Ton tire aisement 

^jc+l + 2öjf = $2^ 

et par snite 

37. Supposons qu'apres une sine de sommets tous distincte, «|ji|... 
'«-n ^^^^ parvienne a un sommet «» qoi colncide avec run de ceux qui pre- 
cedent, s^; et nomoions $ le polygone ferme dont les sommets successifs sont 
les points s^s,^i . . . s^i . La condition pour la colncidence des points s^ , g^ 
est evidement que la difference 0^—6^ seit an multiple de 27i^ et, par saite 

de (a.)^ 2n ^^^^ ^^^ ^"^ nombre ratiomiel. 

Seit donc -^ = — ^ oa 9^ p dösignent deux nombres entiers (positifs) 
Premiers entre eux. L'eqaation (a.) donne 

'^^•^ 2n "" 3 7' 

par conseqoent, si les points s^, s^ doivent colncider, il faul satisfaire a la 
congmence 

(6.) ^(^2)--M(-2)-^-l} = (med. 3p). 

Seit p=:2''.p', p' etant nn nombre impair. La pIns petite valeur de 
m qni satisfait a (6.) est evidemment 

ai s= a + l) 

d^ou il sait qne, si p contient le facteur 2% le point Sa^i sera le premier 
sommet du polygone ^, c'est-&-dire le sommet oü ce polygone se ferme. 
Autrement: la ligne bris6e «i^ . . . 1» se composera d^nne partie onverte 
SiS2...s«^.i, qui a a cötes, et d'un polygone ferme i«^.|. . .«,. 

Donc, si Ton a simpiement p = 2', il n'y aura pas de polygone ferm^ ; 
mais la ligne briste «1^2 •• • s'arrötra au point s^^g^ et tous les sommets sne- 
cessi& colndderont avec celoi-ci. 
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An contraire, le poIygone $ se forme au point Si^ toutes les fois qoe 
p est un nombre impair. 

38. Ayant ainsi determine le nombre m, chi^rchons la valeur de n. 
Si jp r= 2''.p'y et p' n'est pas premier a 3, la congruenee (6.) devient 

(c.) (-2)"-«-*-l = (mod. 3p'). 

Mais si p' est premier ä 3 (qnelqne seit q)^ le binome (— 2)"''^'— 1 itant 
divisible par 3, la congmence a satisfaire sera la saivante 

(rf.) (22)-— *-l = (mod.pO- 

Ainsi la valeur de ii— a— 1 sera le plus petit exposanl qui rend (— 2)*~*""*— 1 
divisible par 3p' ou par p' suivant que p' est divisible par 3 ou premier a 
ce nombre. Par exemple, 

ponr p=3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 23, 27, 29, 31, ... 
ona m==l, 1,2,1, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1,... 
et 11=4,5,5,7,10, 6, 6, 6,13, 8,13, 9,11,10, 7,23,28,28,11,... 
Ici les proprietis connues des nombres pourraient donner lieu a des 
theoremes interessants , relatifs a ces polygones $ inscrits dans le cercle et 
circonscrits k Thypocyclolde. Par exemple: si a deux nombres p^ pi, premiers 
entre eux, correspondent deux valenrs de n-^m, dont Tune soit multiple de 
Tautre, la plus gründe de ces valenrs conviendra aussi au nombre /ipi; donc etc. 

39. Je me borne a observer qu'en gener al la valeur de n est plus 
petite ou au plus egale a p^ sauf le cas que p soit une puissance du nombre 3. 
Si p = 3^9 la congmence (e.) devient 

(-2)-*^l = (mod. 3^+'). 

Dans ce cas, le plus petit exposant est 

n^l = 3^ 
d'ou 

n = p+i. 

40. Je suppose la circonf^rence du cercle divisee en p parties igales; 
soit O le polygone regulier qn'on obtient en joignant les successifs points de 
division. Je suppose en outre que la ligne brisee SiS^... (36.) ait son premier 
cöte commun avec le polygone O. 

Comme les cordes «,#), «3^3, . . . sous-tendent les arcs — , — , 

— ^ , . . . ^"" ^^ . ^^"" ^^ , . . . , il s^ensuit que tous les cdtes de la ligne 
briste sont des cdtes ou des diagonales du polygone regulier £L Mais re- 
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ciproquement, les sominets de O n'appartiennent pas toas en general (39.) a 
la ligiie brisee Si$2...s^, et d^aulant moins au polygone $ qai en fail partie. 
Senlemeiit, lorsqoe p est une poissance de 3, on a m^^l et n^p+i^ et 
par anite, la ligne brisee iiS2...s^ forme nn polygone fermö ^ de jp cötös, 
dont lea aommets ßont, dans un ordre difförent, les sommets du polygone 
röguUer O (39.). 

41. Dans ce cas de p = 3^, les grandeurs des c6tÖ8 du polygone $ 
se röprodnisent avec la periode 3^"^; c'est-ä-dire que la longuenr d'un cöte 
'jT-i^jr no change pas si x refoit raccroissemenl 3^"^ En effet, reqnation 
{a\) donne ponr Tarc sous-tendu par le cötö «x-i'jt^ Texpression 

oa bien 

r. O.-e.^, _ (■^2)^'> 

^*^*^ 29« P ' 

puisqne p = 3^. Si Ton fait maintenanl x+3^^ = y^ on aura 

mais Ton a identiquemeiit (39.) 

i-2/~'-l = Ä.3^, 
k ötant an nombre enüer; donc 

c'est-4-dire que Tarc Öy— Ä^i ne diSere de Tarc Ö^ — Ä^-i qoe par un mul- 
tiple de 2n; et par suite les cötes 9y^i9y, «^.i^j^ sont egaux. En ajoutant de 
nouveau 3^^ a Tindex x, on obtiendra un Iroisieme cdte egal ä 9x^i9jc; mais 
il faut s'arröter lä, car un troisieme accroissement 3^^ donne a x reviendrait 

a ajouter 2n a farc «x.i«x^ ^^ V^^ reproduirait le premier cdte «^.i^x- Ainsi 
les cöt^s du polygone $ (pour p = 3^) sont dgaux trois a trois. 

yequation (e.) fait voir que le rapport (^x— ^x-i) • — n'est jamais un 

multiple de 3 ; et d'ailleurs, puisque les cötes du polygone $ sont egaux trois 
a trois, le nombre des cötes differents sera 3^"^- ce qui est precisement la 
moitiö du nombre qui marque combien il y a de nombres inferieurs et premiers 
a p. Les cötes du polygone $ sont donc les cötis et les diagonales^ de tous 
les ordres non divisibles par 3, du polygone rögi^ier O. 
Bologne, 10. mai 1864. 
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Note ZOT vorstehenden Abhandlung« 

(Von Herrn A. Clebsck zxx Giesaeo.) 



Uie Theorie der in vorstehender Abhandlung so elegant behandelten 
Cnrve Ifisst sich auch analytisch ToUständig darstellen, indem man einen ganx 
analogen Gang einschlägt. Wenn man bei einer Cnrve dritter Classe, welche 
eine Doppeltangente besitzt, deren Berfihrungspnnhte (u = 0^ f> = 0) und den 
Schnittpunkt der flbrigbleibenden drei Rflckkehrtangenten (w = 0) zu den Ecken 
eines Coordinatendreiecks wählt, so kann man die Coordinaten einer Tangente 
durch die Gleichungen 

den zugehörigen Berührungspunkt aber durch 

(2.) X = fi^-2fiX\ y = X^-2fi% z = fi^^ 

darstellen, wo — ein willkürlicher Parameter ist. In den letzten Gleichungen 

braucht man nur l^^qe^, fi^^ — ffe ^ und zugleich ^2" =|^ ^17 -^ly 

zu setzen, um die Gleichungen der Hypocyclolde zu erhalten: 

§ = cos2^+2co8^^ 

t] = sin29>~-2sin9. 

Je zwei Tangenten (1.)? welche sich nur durch das Vorzeichen von k unter- 
scheiden, sind conjugirt, und durch ihre Berührungspunkte geht eine dritte 

Tangente, bei welcher — ^ an die Stelle von — getreten ist. 

Ich bemerke dabei das Auftreten einer Classe von Polygonen, welche 
Steiner nicht behandelt hat. Diese Polygone entstehen auf folgende Weise. 
Zu einer Tangente Gi sucht man die conjugirte i|, zieht durch die Berührungs- 
punkte beider die Tangente Os, sucht wieder die conjugirte 63, zieht durch 
die Berührungspunkte 03 u. s. w. Wenn nun schliesslich dieser Prozess auf 
eine Tangente a^i führt, welche mit Oi zusammenfällt, so hat man ein ge- 
schlossenes i»-Eck Ol, Oj; ... a« vor sich, bei welchem jede Seite in einer 
der beiden auf ihr liegenden Ecken die Curve berührt. Die Parameter der 
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Seiten werden, wenn — der Parameter von 6| ist: 



X V-^)" 



-(^y. -(^n -(^y. • • ■ <^) 

—) »1, oder wenn (bei der 

Hypocydolde) der sngehtoige Werth von tp gleich r_,2>— i '^^ ^^^ '^^^ 

dann erhält man ein wirkliches ii-Eck. wenn nicht schon 4 — dri — r*^ ^ 
m<Zn eine ganse Zahl werden kann. Dies tritt immer nnd nnr dann ein, 

wenn k von der Form y* (1,2V— l ' '"^^ '^ ^ Factor von »ist, 1 nicht 
ausgeschlossen. 

Giessen, im Juni 1864. 
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lieber das eiiiem Kegelschnitte umbeschriebeiie and 
einem andern einbesehriebene Polygon. 

(Von Jen Herren J. JlaMiie» und K. Patch m, Breelan.) 



TT enn zwei KegelechniUe die Eigenschaft habefn, daas sich ein Polygon 
tnden lAssl, wetoheil nitt den eittm nnd in d0n a&deiti lieachrieben iat, ao 
lanas a wischen den.Coefflcienten der dieselben beatipnmenden Gleichungen nnd 
der Seitenaahl des Polygons eine Beaiehung stattfinden. Der specielle Fall 
aweier Kreise beschiftigte schön viele Mathematiker des vorigen nnd des 
jetsigen Jahrhunderts. Euler, Fuu nnd Steiner fanden die Beziehntigen vom 
Dreieck bis zum Achteck, nnd erst Jacohi (lieber die Anwendung der ellipti- 
schen Functionen auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie, dieses 
Journal Bd. III, S. 376 ff.) gelang es, fflr die Voraussetzung, dass ein Kreis 
den anderen ganz umschliesst, die Bedingung für ein beliebiges Polygon 
auf überraschende Weise mit Hülfe der elliptischen Functionen aufzustellen. 
Was jedoch das allgemeine Problem betrifft, so ist dasselbe von Coffleff 
(Philos. Hag. Vol. VI, 1853, S. 99ff. und S. 376f.) vermittelst der Eigen- 
schaften des elliptischen Integrals I. Gattung gelöst worden, indem er zeigte, 
wie man bei gegebener Seitenzahl die Bedingung in Form einer mit den 
Gleichungen der Kegelschnitte einfach zusammenhAngenden Determinante an- 
geben kann. Denselben Gegenstand behandelt Moutard in einem Anhange zu 
Poncelets Applications d^analyse et de göometrie (Becherches analytiques sur 
les polygones simultanement inscrits et circonscrits ä deux coniques, S. 535 ff.) 
und gelangt dabei zu einer Functionalgleichung, deren Auflösung ihn nicht 
auf die elliptischen Functionen selbst, sondern auf die nahe verwandten Functio- 
nen und /T fahrt. 

Die gegenwArtige Abhandlung, deren Verfasser von den letztgenannten 
beiden Arbeiten bis vor kurzer Zeit keine Kenntniss hatten, scheint von diesen 
sowohl in Bezug auf den eingeschlagenen Weg,, als die Form der Resultate, 
welche grosse Aehulichkeit mit den von Jacobi gefundenen Formeln aufweist, 
sosehr verschieden, dass die Veröffentlichung derselben wohl gerechtfertigt 
erscheinen dfirfte. 
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«. 1. 
Wenn zwei Kegelsohnitte A and B in homogen gemaditMi Partllel- 

coordinaten durch die Gleichongen 

F{x, y, ») = aiia:'+anjf'+<iM»'+2a„aj|r+2auaj»+2a»y» = 0, 
f{x, j^,») = 6««*4-ftajf'+6M»*+26«fSf +2*««» +26i,y« = 

dargestellt werden, so kann man bekanntlich drei lineare homogene Functionen 
jr=: oar+iy +c«^ y = aiOP+Äijf +C|», Z ^a^x+h^y-^e^n 

nnd drei Grössen äy ß, y so bestimmen, dass 

wird. Wir stellen hier die Auflösung dieses Problems auf eine kurze Weise 
dar, theils weil wir die Beschrinkungen kennen lernen mfissen, denen ihre 
Giltigkeit unterliegt, theils weil die Form der Resultate f&r die vorliegende 
Untersuchung, vrie man sehen wird, Ton Wichtigkeit ist. 

Setzt man n Amiich in den identisch zu erf&Uenden Gleichungen (1.) 
nach Substituirung der Ausdrflcke f&r X, Y, Z die Coefficienten beider Seiten 
gleich und eliminirt die Grössen a^ b, e zwischen den so entstandenen zwölf 
Gleichungen, so erhAlt man: 

6„-i)fii» = (/9— a)cl+(y-a)<^, 62s-«ö»-(/5-«)*iCi + (y— a)6aC,. 
Hieraus schliesst man, dass die Determinante 

611— aaii, 612— ««12 9 6«— «»15 

(2.) 6i2—«ai2^ 622— «ö«5 ^23— «»ö 

6j3— «ais, 623— «^5 Ass—«Ä» 



0, ai iß-a , «2^^-« 
0, KiJ^y h^i^^ 



= 



0, c.^ß—dj etiY--a 

ist, und hat somit eine kubische Gleichung, deren Wurzeln a, ß, y sind., 
selben können zunfichst nicht sAmmtlich gleich sein, wofern die Kegelschnitte 
nicht identisch sind. Schiiessen wir auch die FAlle aus, dass die beiden 
Kegelschnitte sich berObren oder einer von ihnen in ein Linienpaar (oder einen 
Punkt) degenerirt, so sind die Grössen «^ ß, y endlich und von einander und 
von Null verschieden. In diesem Falle kann man immer wegen (2.) nenn 
Grössen ^j, jfo, Z09 ^19 y^ ^n ^39 ^29 «2 bestimmen, welche den Gleichungen 

17» 
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.(3.) r(ab)-«nab)=o, /'(f«)-«F'(fo)=o, r(«ü)-«n«ü)=o, 
(4.) rM-ßFXx,)=o, Af i)-/?nf .) = 0, r(»i)-/?n»i)=o, 

(5.) r(«i)-yn«.)=o, r(fO-ynyO=o, r(*.)-yi^(»»)=o 

genagen, in welchm man z. B. mit F^^) den Werth Ton -^ für ^s=fl!ö, 

y=:y„, « = io bezeichnet hat. Wenn man dann mit Xo^ y», Zu die Resol- 
täte der Substitution von Xo^ go^ %i in X, Y, Z bezdclmet, ao gehen die 
Gleichungen (3.) Ober in: 

woraus sich ergiebt: 

Es ist demnach 

Fixo, 9o, »o) ^ Xi, F\xo)^2aXo, F\9^)^2bXo, F'i$o)^2cXo. 

Anf diese Weise findet man für die Coefficienten a, b, c und in ganz ent- 
sprechender fOr die übrigen die Werthe: 

a:=:SM= b=—JlM= e=—JlM= 

2m^o,yo,*o)' 2iFix.,y.,%y 2iF(x.,y.,%.y 

Bekanntlich stellen die Gleichungen jrr=0, 7=0, Z=^0 die Seiten des in 
Bezug anf die Kegelschnitte A und B sich selbst conjugirten Dreiecks vor. 

Wir beginnen die Untersuchung mit dem Falle, wo die Wurzeh a, ß, 
y der Gleichung (3.) sämmtiich reell sind. 

Die Functionen X^ Y, Z sind dann, weil die Grössen a^), jfu^ ^9 

0^1, u. s. w. reell sind, reell oder in t=y^-.l multiplicirt, und zwar mfissen, 
wenn die Gleichung X^+y^+Z^ = eine reelle Curve reprAsentiren soll, 
von den Functionen X'^y Y^^ V zwei dasselbe Zeichen haben, die dritte das 
entgegengesetzte. Es sei 7? d|ese letztere und damit festgesetzt, welche Wurzel 
der Gleichung (2.) unter y gemeint ist. In der Gleichung des zweiten Kegel- 
schnittes aX^+z^y^+^'Z^ = können wir noch festsetzen, dass ;" positiv und 
dass dann von den beiden anderen Coefficienten a der kleinere sei. Wie 
man leicht sieht, können a und ß nicht gleichzeitig negativ sein. 



Rosanes u. Pasch, Über »ugleUk etn* und umschriebene Pofygone. 129 

Wir fuhren nun fdr die Carve A die Variable q> ein durch die Gldohnngen 

X T 

(7.) i-^- — ^^ f-^ = co8y 

und für die Curve B die Variable tp durch die Gleichungen 

(®-) •Y7 T = '^V', <yf ^ = cos v/. 

Hierdurch wird von jedem Punkte des Kegelschnittes A ein reeller Werth 
von 9 (bis auf ein Vielfaches von 2n) bestimmt und umgekehrt. Jeder Punkt 
des Kegelschnittes B bestimmt ebenso einen, wenn auch nicht immer reellen, 
Wertti von rp bis auf ein Vielfaches von 2^7. — 

Eliminirt man Y zwischen den Gleichungen der beiden Kegelschnitte, 
so erhAlt man fOr ihre Durchschnittspunkte: 

(9.) 8m> = |=J, sin> = -^|=J. 

Eine Tangente an der Curve B im Punkte (V^) hat die Gleichung 

und fOr ihren Schnittpunkt mit A gilt daher:. 

(10.) cosycosv^+yY^^ys^V' = /"j* 

« 

Löst man diese Gleichung in Bezug auf siaq> auf und setzt die beiden er- 
haltenen Werthe einander gleich, so findet man, dass in den Berflhrungspunkten 
von A mit den gemeinschaftlichen Tangenten von A und B 

ist. — Aus den Gleichungen (9.) und (11.) ersieht man gleich, dass in dem 
jetzt behandelten Falle die RealitAt eines Schnittpunktes oder einer gemein- 
schaftlichen Tangente der beiden Kegelschnitte die Realitfit auch der fibrigen 
nach sich zieht. 

Betrachtet man die nach den getroffenen Bestimmuugen Oberhaupt noch 
möglichen fQnf FAlle für die Stellung von a, ß, y gegen einander und gegen 
Null mit Zuziehung der Gleichungen (9.) und (11.) 9 so erhfilt man folgende 
Unterscheidungen : 
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0<«</J<y oder 0<y<«</? 

a<0</5<y 




•De Miall^paBklt alle gwnditirtiilttMw» T«ig«itHi 

imagintr, imaginlr, 

imuguiSr^i reell, 

reell, imaginlr, 

0<ee<7</9: reell, reell. 
Wir werden diese Fllie gesondert nntersnchen« 

§. 2. 
Wenn die beiden Conren $ämmtiiche Sekmt^jmmkte mmä gememiekafir- 
liehm Tangentm imagmär haben, so sahen wir, dass entweder 0<Za<iß<Zy 
oder <; ;^ <! tt <C /? ist. Man erkennt jedoch leicht, dass bei der Lösung 
des Problems, welches den Gegenstand dieser Schrift bildet, das Erste sofort 
aosznschliessen ist. Denn eine vom Punkte ^»0 des Kegelschnittes A an 
B gelegte Tangente gAbe sonst einen BerOhrangspnnkt, in welchem nach (10.) 

V/ = arccosy-j, also imaginAr ist. In unserem Falle entsprechen. aber nach 

(8.) allen reellen Punkten Ton B reelle Werthe von ^ und umgekehrt. Folglich 
ist jene Tangente imaginir, d. h. A liegt ganz innerhalb Ton B, und es ist 
daher ein Polygon, welches der Curve A einbeschrieben, der Curve B 
umschrieben ist, a priori undenkbar. Wir werden deshalb nur den Fall 
0<:y<;a</? in Betracht ziehen. 

Legt man von einem Punkte Pq des Kegelschnittes A eine Tangente 
an den Kegelschnitt B, welche mit A einen zweiten Schnit^iunkt Pg liefert, 
von Pi eine Tangente, welche den Schnittpunkt P2 giebt, u. s. f. bis zu P^, 
so wird ein dem Kegelschnitt A einbeschriebenes, dem Kegelsdinitt B umbe- 
schriebenes Polygon von n Seiten entstanden sein, sobald P. mit Po zusammen«* 
ffillt. Wenn man jetzt die Werthe von 9 für die Punkte Pq, Fi, ... F. mit 
resp. 9\i, 91, ... <pn in der Weise bezeichnet, dass man unter den unendlich 
vielen möglieben Werthen von 91^ einen beliebig auswählt und von ihm aus 
continuirlich zu <pi^ ^2, ... y» übergeht, so wird q> beim Durchlaufen der 
Peripherie von Po durch Pi , P2 9 • • • bis P, sich um so viele Vielfache von 
3/1 verändert haben, als man vollständige Umliufe durch die Peripherie ge- 
macht hat. Nennen wir also ni die Anzahl dieser UmlAufe, so wird sein 

9, = ^± 2mn. 

Nach (10.) ist nun, wenn (y/) der BerOhrungspunkt der Tangente PoPt an 1? ist: 

(12.) cosyoC08i//+sinyüSinV'y-^ = y-4, cos^icosyr+sin^jsinv^y-^s y-^* 
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Die in die Augen fallende Aehnlichkeit dieser Formeln mit denen, welclie 
für die Additioii der elliptischen Integrale erster Cfattung gelten, führt leicht 
anf den Gedanken, dieselben hier einsufohren. In der That, setst man 

T 



■ 



^ SS cosoi^ -y = 1— 4^ sin*a> = ^(co, *), 
so dass m reell vnd 

ß—r 

poiitiT md U^ner als lUe EinheU i^t, so . eriiiit man sofort swischen % ip»^ 
9i die einfachai Besiehuiigen: 



/ 



wo k und V gewisse ganse Zahlen sind, folglich: 

phd^ />! dtp _ g r±m^h-hOH ^ 

J dtp J Jw J Jw 

Bmeidmen wir die obere Grense rechts mit J^ und setien das Integral 

(13.) F(q>„)-Fi<p,) = 2F(0, 

worin cos'^sscos^cd und J^^=/fw ist. Denken wir uns nun die Tangente 
PqPi am Kegelschnitt B continuirlich herumbewegt, so kommt sie, ohne ihre 
Schnit^mnkte mit A au verlieren, nach einander in alle möglichen Lagen, 
welche eine Seite PiPx^i des in Rede stehenden Polygons haben kann. Man 
kommt awar, indem man die Tangente PqP^ durch Wilsung in die Lage von 
Pz^Ui hringt, im Allgemeinen nicht zu den Werthen von (p, welche wir unter 
9a und 914.1 verstehen, und au denen man gelangt, indem man 9 von 90 durch 
9ii 9t^ * • ' Vir-i bis q>x und q>i^i zu* oder abnehmen iSsst; allein die Viel- 
fachen von 2n, um welche ^x und ipi^i auf dem einen Wege an klein oder 
zu gross herauskommen, sind dieselben und also F{^j)--F{^i^i) in beiden 
FAllen gleidi. Demnach ist 

F(ya)-F(9>a44) = 2F(?). 
Setst man hierin für l nach und nach die Werthe 0, 1, . . . (n— 1) und addirl 
so entstehenden Gleichungen, so erhfilt man: 

2nF{t) = F(<p„) - F(<p,) = F(^) - F(9Vi ± 2mn) , 
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oder, wenn man F{^n) mit K beseichnet: 

(14.) 2nF(0 = T4mJr 
und hierans die gewflnschte Bedingung: 

(15.) cos'am(2^£;*) = ^, ./'am(2=-jr,*) = ^, wo «» = |^. 

Wie man sich ohne Schwierigkeit flberzengt, giebt eine ZAblnng der UmlAufe 
nach entgegengesetster Richtung zu der gerade gewAhlten die Anzahl der- 
selben gleich n—m, was jedoch in den Schlussformeln keinen Unterschied 
hervorbringt. 

Bezeichnet man den zu 9^0 = gehörigen Werth von q>i mit q>', so 
erhftlt man aus (10.) folgende Relation: 

folgUch 

fiR\ -i- -' ^ o y«ßrC(f-r) ,_ ßr~«(ß-t) ^„> «y+/>(«-y) 

(16.) •"»9=±2^y+„o*-y)' *^*^ - /yy+«OJ-r) ' ^^ =/*r4-«5-yy 

WO man für ^^9' einen positiven Werth genommen hat. Setzt man in (13.) 
90=0, (fi^tp', so folgt: FCy')=-2F(S) und aus (14.) daher: AmK^±nF{qf). 
Die Schlussbedingung geht mithin in eine der folgenden Ober (welche natflrlich 
auch mittelst der Formel fDr cosam3ti aus (15.) abgeleitet werden können): 

8mam(4— JiL ifcl = ± / , y» ^; , cosam(4— Äl *) = ^-j — 7^ — ^^ 

(17)/ ^ n ^ / -/?/+«(/»—/)' \ II * / ßr+»(ß-r)^ 

^am(^4-ür,*;-^^_^.^^^_^^. 

Wir fuhren diese Formeln speciell an, weil sich in den andern Fallen fthnliche 
ableiten lassen. 

Aus der ganzen Entwicklung sieht man, dass die Formeln (15.) ihre 
volle Gültigkeit behalten, wenn man in ihnen a mit ß vertauscht; denn dies 
kommt lediglich auf eine Vertauschung von a und X mit /!? und Y in den 
Gleichungen (7.) und (8.) hinaus. Nennt man k^ den dann bei den elliptischen 

Integralen auftretenden Modulus y ^ und Äj,' den Werth des vollstfindigen 
Integrales mit diesem Modul, so hat man auch folgende Formeln: 

cos^am(2^/ru,&o) = -^, ^am(2^Äo,*ü) = |-. 
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nnd man erkennt leicht, dass 

43 = ^!^^ = ^, wo A? = i-*^, nnd *2<0. 
Vergleicht man diese Formeln mit den unter (15.) gegebenen, so findet man: 

X -. ii.\ cos am (2 ^ür,*) 

cosam(2 — iSf„, -T-) = r— — 

^ " *'^ Jam(2^Ä;fc) 

und durch Einsetzen von 



_ /^ ^ dq> _ . Z'^ " dq> 



""V i/ i^jkWa> "--*^^^ 



wenn man 2 — Ä* mit ti bezeichnet, die in der Theorie der elliptischen Func- 
tionen bekannte Formel: 

(18.) cosam(*,«, -j-) = -t;^^^- 

Es liegt nahe, dass man auch auf (17.) diese Bemerkung anwenden darf, dass 
also auch 

cosam(4^iro, *u) = ^M?-^- 

Es verdient bemerkt zu werden, dass man die Variablen <p und tp im 
Ganzen auf sechs Arten einführen kann, indem man X, Y, Z und damit a, ß, 
Y in den Gleichungen (7.) und (8.) verschieden anordnet, und dass den sechs 
Permutationen von <Xy ß, y 

aßy, ayßy ßay, ßya, yaß, yßa 

resp. die sechs Moduli 



a 



k^iläz:^ k^^lrz:^ !*-.i/iz:^ L^^IrzJ «l^i/«-/ * -1/^*= 
''-}lj=ry^ **""rF^' 17-ys^' T,-]T^a^ X-y^rr^j' T-y?=: 

entsprechen. Man kann daher fQr die Auflösung des behandelten Problems 
viele Formen herstellen, welche sich aber mit einander in Uebereinstimmung 
bringen lassen und auf diese Weise zu den Formeln fahren müssen, welche 
in der Theorie der elliptischen Functionen für diese Moduln gegeben werden. 
Allerdings kann bei einer solchen Vertauschung die Grösse (p complex werden, 
und die Untersuchung ist datin ohne Zweifel mit grösseren Schwierigkeiten 
verbunden; allein man wird an den §§. 6 und 7 sehen, dass die Resultate 
auch dann sich mit ebenso grosser Sicherheil erhalten lassen. 

Journal Ar MatbemAiik Bd.LXIV. Heft 2. 18 
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§. 3. 
Für zwei Kegelschnitte, bei denen die tier gemeinechaftUchen Tour- 
genten reell, die f)ier Schnittpunkte aber imaginär sind, fanden wir die Be- 
dingung 

o<0</?<y. 

Wir werden fflr solche eine von der in §. 2. angewandten abweichende 
Schlussweise gebrauchen, bei welcher wir anch die Einführung imaginArer 

Grössen vermeiden, welche das Gleichsetzen von y -^ (welches Z>1 ist) mit 

einem Cosinus zur Folge haben wflrde. 

Es seien wieder ((po) und (9)j) die Endpunkte einer Sehne der Curve 
Ay welche die Curve B im Funkte (vO berührt; dann führen die Relationen 

cosyüCOsv^+sinyoSinV'l/-5- = y4-, cosyiCOSV'+8inyiSinv'y-j = y"-p 
zu den Differentialgleichungen: 

yi-«*«8in>. ""yi-*»8in>' yi-ik«8in>, ^ yi-ik'sinV ' 

indem man wieder die (diesmal negative) Grösse 

setzt (die Quadratwurzeln sind reell und mögen positiv genommen werden), 
und man erhfilt somit zwischen ^o und (pi die Relation: 

^ + *^ = 
dip^ — J(p, 

In dieser Beziehung ist hier immer das Zeichen + zu nehmen; denn eine ein-- 
fache Betrachtung lehrt, dass man jede die Curve A schneidende Tangente 
von B in eine Lage, wo sie auch Tangente an A ist, so hineinbewegen kann, 
dass ihre Schnittpunkte mit A fortwährend reell sind, und dass dabei die 
Punkte (^u) Qod {(pi) von verschiedenen Seiten an den Berührungspunkt jener 
Lage heranrücken, d. h. dass 9^0 nsit wachsendem tpi abnimmt und umgekehrt, 

also —^ negativ ist. Es bleibt demnach noch die Constante in der Gleichung 

(19.) F((po)+F{(p^) = Const. 
zu bestimmen. 
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Zu diesem Zwecke erinnere man sich daran, dass die Werthe von q> 
in den Berflhrongspnnkten Tj, T,? Ts? T^ der gemeinschafUichen Tangenten 
(welche die Corve B resp. in 0i, 02^ 65, 6^ berühren mögen) mit A der 
Gleichung 

genfigen müssen, und dass wir sie demnach mit resp. 

/, 71-/, n+t, 2n-t 

bezeichnen dflrfen, wo wir t xwischen und ^n wfihlen. Es ist nun im vor- 
liegenden Falle sweckmAssig, die Variable (p im Kegelschnitt A auf dem Wege 
TiTiTsT^Ti von t bis t+2n zu zfihlen. Bezeichnet man dann die Schnitt- 
punkte der Geraden* ^ = und 7 = mit der Curve A durch resp. Dj , D^ 
und i>2, D^^ so ist in den Punkten Dj, Z>2) D39 D« 9) = resp. 2^7, |7i, 77, 

-s- mid die Aufeinanderfolge der Punkte ist demnach DiT^DiTiDiT^D^T^. 

Nunmehr unterscheiden wir unter den die Curve B tangirenden Se- 
kanten A von zwei Arten. 

1. Es sei die (^0) und (^1) verbindende Tangente von B so gelegen, 
dass sie nach und nach, indem sie Tangente von B bleibt, in die Lage der 
gemeinschaftlichen Tangente Ti0^ gebracht werden kann, ohne indess die 
Realitit ihrer Schnittpunkte mit A zu verlieren. Da in diesem Falle die Tan- 
gente 7| 61 selbst als eine besondere Lage betrachtet werden kann, für welche 
%i = t, 9^1 = /+ 2:71 ist, so erhalten wir aus (19.} die Formel: 

(20.) F(^) + F(9>0 = 2F{t)+4JC. 

Eine solche Tangente von B muss noch ein zweites Hai, ohne dass ^ und q>i 
durch imaginfire Werthe hindurchgehen, in die Lage einer gemeinschafUichen 
Tangente übergeführt werden können, und da die Gleichung (20.) durch 
ip^, = (px=:n+t erfüllt wird, so ist dies die Tangente T^O^. Es folgt hier- 
aus, dass die hierher gehörigen Linien sfimmtlich den nicht durch 62 und 0« 
gehenden Bogen 0i 0^ des Kegelschnitts B berühren und dass von ihren Schnitt- 
punkten mit A der eine immer auf dem Bogen TiTiT^^ der andere auf 
r,T,T, liegt. 

2. Wenn die B berührende Linie ((fo^fpi) in die Lage der 7x^2 so 
bewegt werden kann, dass dabei (po und (pi ununterbrochen reell bleiben, so 
schliessen wir aus der Analogie mit dem vorigen Fall^, dass die Tangente 
auf der andern Seite in 7^04 übergehen, stets den nicht durch 0i und 0^ 

18* 



136 Ro$ane$ tc. Pa$eh, Über ftugleick mh- tisid umichrMene Polygone. 

gehenden Bogen 6^6^ berflbren und einen Punkt auf T^T^T^^ einen auf T^^T^T^ 
iiaben wird. Aber es ist hier nöthig, zwei Unterablheilungen xu trennen. 
Wenn nfimlich beide Punkte (9)0), (^1) auf dem Bogen TiDjT« liegen, so 
muss zwischen 9^0 und ipi eine Beziehung stattfinden, welche durch y» = ^| = 
n — t erfüllt wird, also folgende: 

(21.) ^F{<po)-F{(p,) = 2F(0-4/f. 

Wenn dagegen der eine jener beiden Punkte auf TiD^T^ liegt, so besteht 
offenbar die Relation 

(22.) ~F(y„)-F(9>,) = 2F(0-8ä; 

welcher man durch yy=ryi=:27i— / genögt. — Man ersieht leicht aus diesen 
Resultaten, dass durch jeden Punkt von A zwei Tangenten an B gelegt werden 
können, von denen die eine zu (20.), die andere zu (21.) oder (22.) gehört. 

Es sei nun ein i»-Eck vorhanden, welches dem Kegelschnitt A ein- 
beschrieben, dem Kegelschnitt B umbeschrieben ist, und 9)0, 9)1, ... 9^«.i, (Pn='fpu 
der Reihe nach die Werthe von <p (in dem angegebenen Sinne gewählt) in 
seinen Ecken. Wir können annehmen, dass die erste Seite (9>u,9^i) zu der 
ersten der beiden hier zu unterscheidenden Arten gehört; dann ist klar, dass 
(^1, ^) zur zweiten, (^2, 9)3) zur ersten u. s. w., (y«-.i, y«) endlich zur 
zweiten gehört. Die Seitenzahl n kann also nur gerade sein. Mit % be- 
zeichnen wir eine Grösse, welche =1 oder =0 sein soll, jenachdem die 
(2^)**" Polygonseite den Kegelschnitt A auf TiDiT« schneidet oder nicht, und 
mit m die Anzahl derjenigen unter diesen Grössen, welche = 1 sind, d. h. 
die Anzahl der auf dem Bogen TiDiT« liegenden Polygonecken. (Auf dem 
Bogen TiATa liegen also ^n—m Ecken.) Dann folgt aus den Formeln (20.), 
(21.), (22.): 

+F(i^,) +F{cp,) = 2F(/)+4ä; 

-F(</>,) -F(y,) = 2F(0-4ä:-.46,ä, 

+F(ip,) +F(y,) = 2F(0 + 4ä; 
-F(<y,) -F(i^O = 2F(0-4/f-464Ä; 



+F(y..,)+F(9>.-,) = 2F(/)+4Ä, 
-F(9,>,)-F(yo) = 2F(0-4/f-4«.Ä, 
und wenn man diese Gleichungen addirt: 

= 2nFit)-AmK 
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oder 



^(0= 2-^^. 



Die gewünschte Bedingung ist also: 

(33.) «n'am(2^if,Ä) = f|^, ^o *^ = |^. 

Die eben gefiindene Bedingung, welche von der Bedingung (15.) ver- 
schieden ist, giebt uns zu Ähnlichen Bemerkungen Veranlassung, wie diese. 

Wir machen zuvörderst darauf aufmerksam, dass die von Di aus- 
gehenden Tangenten an B die Curve A zum zweiten Male in Punkten {q>') 
schneiden, fflr welche nach (16.) 

ist. Auf eine dieser Tangenten Ifisst sich die Formel (20.) anwenden, so dass 

Fi2n)+F{<p')=^2F{t)+4K oder F(y') = 2F(/), 
also 

F(y') - i^K 

und mithin 

(24.) oo...(*^K.k) = f-<'^Zll 

ist, — ein Resultat, welches mit dem fQr den ersten Fall unter (17.) gege- 
benen übereinstimmt. 

Will man die Formel (23.) der für den ersten Fall gegebenen fihnlicher 
darstellen, so kann man sie leicht auf die Form 

cos^am(2^/r+if+fÄi, *) = -| 

bringen, zu welcher man natürlich auch muss direct gelangen können. Was 
am Ende von .§. 2 über die verschiedeneu möglichen Wege gesagt ist, gilt 
auch hier. Was den in diesem § eingeschlagenen Weg betrifft, so hätte der^ 
selbe keiner Aenderung bedurft, wenn man q> und tp durch die Gleichungen 
respective 

fy = siny, f-^ = cosy und ly— y = sin^, iV— ^ = cosv' 

eingeführt bitte; es hätte nur unter m die Anzahl der auf dem Bogen T^D^Tj 
liegenden Folygonecken verstanden werden müssen. Es folgt hieraus, dass 
man in der erhalteneu Bedingung a mit ß verlauschen darf, sobald man in —m 
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statt m «etst. Dies fuhrt za folgendem Resultate: 

a-ß 



y 



*5 = 



— y 



ist. Da aber Aj^=s~— nnd K^^kiK ist, so gelangt man zn der Gleichung 

mm 

SO dass sich auf diesem Wege, wenn man (18.) berücksichtigt nnd HC— 2— ^=tf 
setzt, die bekannte Formel 

c™(ir-.,», = i^=^ 

bestitigt findet. Diese Formel erlaubt nns auch, unsere Bedingung in folgende 
umzugestalten : 



sin^am 



welche übrigens unmittelbar abgeleitet werden kann, wenn man beachtet, dass 
die in den Durchschnittspunkten der Geraden Z^O mit dem Kegelschnitt B 
an letzteren gelegten Tangenten den Kegelschnitt A in Punkten schneiden, 
für welche 

(»5.) sinV = ^ 

ist. t^enn nimlich die Functionen X, Y, Z im Berührungspunkte einer 
Tangente an B die Werthe X', Y\ Z' und in einem ihrer Schnitpunkte mit 
A die Werthe X*\ Y^', Z" haben, so bestehen die Gleichungen 

aX'x"+ßrY"+rZ'z" =:0^ aX"+/3r*4-yZ'"=o, x''"+y'''+z^*=o. 



Da hier Z' = ist, so findet man: Xya-ß = Zyß u. s. w.) Auch in der 
neuen Gestalt muss die Bedingung die Eigenschaft habeq, dass man in ihr a, 
ßy m vertauschen darf resp. mit ßy a^ ^n— m, so dass man auch hat: 



sin^am(2-Jir„,*i,) = j^-^. 



Durch Betrachtung des fOr die Formel (23.) gegebenen Beweises überzeugt 
man sich aber leicht, dass der Bogen T^D^Ti gerade ni und T^D^T^ dessbalb 
^n—m Polygonecken enthalten muss; denn die Yertauschung von Di mit Dj 
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kommt auf die von y mit — y hinaus. "Wenn man also die Zahl m einfach 
als die Anzahl der zwischen irgend zwei aufeinanderfolgenden Punkten Ti, 
T3, Ti^ T« liegenden Polygonecken definirt, so ist die zu erf&llende Bedin- 
gung offenbar: 

|»n'«.(^K,*)-j^JtA.'«.(^Ä.,fc)-;^j = 0. 



§ 4. 

Ganz analog der eben beendeten Ifisst sich die Untersuchung zweier 
Kegelschnitte fähren, bei denen die vier Schnittpunkte reell, die vier gemein^ 
ichaftUchen Tangenten aber imaginär sind. 

In den Gleichungen der beiden Kegelschnitte 

findet diesmals die Bedingung 

a<0<y</9 

statt, und wenn wir daher für den ersten die Variable (p durch die Gleichungen 

X Z 

•-jr = sin</), •-y = cosy 

und fttr den zweiten 1// durch die Gleichungen 

• Jr-j--p- = smv^, •y-4--jr = cosy/ 

einfahren, so ist V' fOr die reellen Punkte des Kegelschnittes B reell. Da lUe 
Werthe von tp in den Schnittpunkten der beiden Curven Si, S2, S5, 1S4, wie 
man aus (9.) findet, der Gleichung 

sui'V = ir^ — ^ 
ff y— « 

genügen müssen, so können wir dieselben mitt^ tt— t^ n+$, 27i— t bezeichnen, 

indem wir <; « <C j^ wfihlen. In jedem Punkte der Curve B wollen wir 

ferner immer denjenigen Werth von tp wAhlen, welcher zwischen $ und 

2n+$ liegt, so dass die Werthe auf dem Wege 81828^8481 von $ bis 2n+9 

wachsen. Endlich seien Z>|, Dj die Durchschnittspunkte der Geraden A^ = 

und Diy i>4 die der Geraden 2 = mit der Curve B, und mithin in Di, D^, 

n 3fK 

Dj, D* die Werthe von tp respective 2^?, y, n, -5-, die Aufeinanderfolge 
demnach 0,8,0^8^0^8^0^8^. 
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In dem jelzt behandelten Falle ist offenbar der Werth von 9 in einem 
Punkte P von A mit den Weiihen tpo^ % von rp in den Bertthrongaponkten 
der von P nach B gehenden Tangenten durch die Gleichungen 

cosipcostpo+smipBinfpoy— = y — , ooay cosyi+sinysiny/iy— = y— 
verbunden, aus welchen sich die Differentialgleidiang 



ergiebt, in welcher 



/Oft \ ^y* 4. ^t n 

^ ^^ 1^1 ~i*8in V. yi-A*8inV. "^ 



l-.iL 



A'= ^ = 1=^, also A^ 



r 

ist und fflr die Quadratwurzeln die positiven Werthe genommen werden mögen. 
Man kann sich aber den Punkt P bis an einen Schnittpunkt von A und B so 
heranbewegt denken, dass das von ihm ausgehende Tangentenpaar an B ohne 
Unterbrechung reell bleibt, und dann erkennt man, dass die beiden Berührungs- 
punkte sich jenem Schnittpunkte von verschiedenen Seiten nlhem, dass also 
^o abnimmt, wenn v^i annimmt. Wir müssen mithin aus (26.) schliessen: 

FiiV\d+Pi(}Pi) = Const, 
indem wir das Integral 






seilen, und es handelt sich nun darum, den Werth der Constanten su er- 
mitteln. Dies geschieht auf gans entsprechende Weise, wie in $. 3 beim 
IL Falle, und wir können uns darauf beschrinken, das Resultat anzugeben. 

1 . Wenn der Punkt P sich auf dem Kegelschnitt A bis zum Schnitt- 
punkte S| der beiden Kegelschnitte bewegen kann, während die beiden von 
ihm bfstiiniiiieu AVerthe V'01 V'i ^^11 bleiben, so ist die zwischen rp^^ und v^i 
be»(ehende Helation folgende: 

F|(vg+Fu>.) = 2F,(f)+4L, 
wo l. - Fi(i')\ und es gehören hierher alle Punkte P des die Punkte S2 und 
«4 niolil eiilhaUenden Rogens S|S, der Curve A. Von den Punkten (v^o) 
und iV»i^ llotfl itwmer der eine auf S,iS,5^, der andere auf S^S^S^. 

2. ^Venu der Punkt P auf dem die Punkte S^ und ^3 nicht enthaltenden 
Hugt^ti AJ|Ä\ der Curvo A liegt, so befindet sich von den Punkten (Vo)^ (Vi) 
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der eine anf S^S^S^^ der andere auf S^SiS^^ nnd es ist 

-Fi(yO-*'i(V^.) = 2F,(sy-4L, 
wenn die Punkte {%) und (y/i) beide auf SiD^Si liegen, dagegen 

wenn einer derselben auf SiD^S^ liegt. 

Wenn daher dem Kegelschnitt^ ein Vieleck, dessen Seitenzahl n 
gerade sein muss, einbeschrieben und dem Kegelschnitt B umbeschrieben ist, 
und m Seiten desselben den Bogen SiD^S^ berühren, so zeigt eine wie in 
$.3 zu führende Schlussweise, dass die zu erfüllende Bedingung ist: 

sin^am(2 — U>') — --o- — -^ vro 1^ = - — 5- 

Es schliessen sich hieran einige Bemerkungen, die wir nur in Kürze angeben 
wollen, weil sie denen in $. 3. entsprechen. Es gelten nämlich unter andern 
auch die Formeln : 

\ n ^ y ftr—^Cß—yj ^ n ^ / y— «' 

sin'am(A,-2-Jlo,^) = ^^, cosam(4^ I,, ^)= - ^jg^^^^lg , 

sin'am(2 ~-l^„ Ao) = ^y , 
in welchen 

ist. Den Bogen 820^8^ berühren m, die Bogen 81D282 und 8^048^ je in— m 
Seiten des Polygons. Wenn man daher m als die Anzahl der zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten S|, 82^ $3, 8^ liegenden Berührungspunkte ein- 
führt, so kann man die gewünschte Bedingung in folgender Form geben: 

|sin^am(2^4 A)-^-j jsin'am(2^I„ Ä,,)-^) = 0. 

§. 5. 
Wenn die beiden Kegelschnitte A und B eier reelle Schmltpunkte nnd 
f>ier reette gemeinschaftliche Tangenten haben, so besteht nach §• 1. die Be- 
ziehung 

0<a<y</i. 

Wir führen hier für die Punkte von A und ß die Variablen (p und tp wieder, 

Joarn*l für Matbomatik Bd.LXiV. Heft 2. 19 
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wie im I. und IL Falle, durch dicf Gleiehongen (7.) und (8.) ein, so dass fflr 
reelle Punkte <p und y^ reell bestimmt sind, und umgekehrt Die beiden 
Geraden X^O und 7=0 schneiden beide Cunren in reellen Punktea (welche 
respective Di , Dj und D, , D^ auf A sein mögen), Z = beide in imaginären. 
In den Punkten D^, />4 ist cos9) = 0, sin^^+l und in den BerOhrungs- 

punkten der von ihnen an B gelegten Tangenten nach (10.) v^ ^ arc sin y -^ , 

also imaginAr ; die Punkte D, , D« liegen also innerhalb des Kegelschnittes B, 
Dagegen liegen die Punkte Dgj D^, in welchen sin 9 = 0, cos9 = ±l ist, 
ausserhalb dieser Curve. Hierdurch sind die Linien X^O^ T=0 unter- 
schieden. — In den Schnittpunkten Si^ S,, S^^ S^ der beiden Curven ist 

und es seien die zugehörigen Werlhe von q>:iy n— «^ n+^y 2n^9, wo 
0<C9<Hn. In den Berflhrungspunkten T|, T2, 7,, T4 von A mit 4en ge- 
meinschafülichen Tangenten (welche J9 in 0|, 02^ 63, 6« berOhren mögen) ist 

sin q> = — \, , 

woraus sich die Werthe t, n — t, n+t, 2n--t ergeben mögen, wo 0<Ct<i^n 
sei. Da t <C. s, so ist auf A die Reihenfolge der bezeichneten Punkte 
DiTiSiD^SiTiD^T^S^D^S^T^Di. Da Oberhaupt nur von Punkten der Bogen 
S^T^DiTiSi und S3T3D373S3 Tangenten an B gehen, so werden offenbar, 
wenn man, von einem Punkte des einen dieser Bogen ausgehend, ein Polygon 
der gewflnschten Art zu bilden sucht, die Ecken stets auf diesem Bogen und 
die BerQhrungspunkte auf O^SiS^d^ oder auf 02828^63 liegen. Es genügt, 
den einen dieser Bogen, z.'B. S^D^Si zu belrachlen. Indem dann nur Punkte 
dieses Bogen s vorkommen, wollen wir auf demselben (p von 27i— « bis 2n+9 
zählen. Um bald alle zur Untersuchung nölhigen Punkte hineinzuziehen, legen 
wir in 81 und S« Tangenten an B, welche A zum zweiten Male in ^^ und 
iS!| schneiden mögen, und bezeichnen die zu ^i und ^4 gehörigen Werthe 
von (p (in dem angegebenen Sinne gewählt) mit Oi und a^. Ferner Usst sich 
leicht zeigen, dass zwischen 81 und 8^ ein Schnittpunkt von B mit der Geraden 
X^O liegt, für den sinv/ = 0, und wenn wir in diesem eine Taugente an 
J? ziehen, so schneidet sie A in zwei Punkten, in welchen 9 = 271+0; und 271—0} 

ist, wenn cos^a> = -j und 0<C(o<iin, und welche wegen 1— -^-^ ^^^^ 
i>iTiiSfi und Dl r4iSi liegen.* Ebdlich ziehe man von Di aus zwei Tan- 
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geoten an B; diese schneiden A auf DiT^Si und D1T4S» in zwei Punkten, 
in welchen y = 2;r+y' und 27i— y' (0<;y'<i^) sei, wo y'aus (16.) ge- 
funden wird. 

Es seien jetzt (9)0) und {q)i) die (auf SiDiS^ liegenden) Endpunkte 
einer Sehne von A, welche B (auf OiSiS^O^) in (tp) berührt. Dann findet 
man durch Elimination von tp zwischen den Gleichungen (12.) die Differential- 
gleichung 

(27.) ^ = + J^^S, 

worin k^ «= ^_ > 1 ist. Man sieht, dass sin« = -r^- ist,, wenn man k positiv 
nimmt. Da nun auf dem Bogen SiD^S^ stets 27r— «<!9><C27i+« ist, so hat 



man: sin^^x: sin'«^ also |/1— Ar'sin^^) reell, und wir setzen fest, dass die 
Wurzel positiv genommen werde. Es ist dann in (27.) + oder — zu nehmen, 
je nachdem in der beireffenden Lage ^u mit 91 gleichzeitig wachsen wflrde 
oder nicht. Die Bestimmung dieses Zeichiens erfordert diesmal eine dreifache 
Trennung. 

1. Die Sehne {<po^ q>i) gehöre zu denen, welche den Bogen O^Si von 
B berühren. Denkt man sich eine Tangente von B von der Lage OiT^ aus 
so bewegt, dass sie unausgesetzt A in reellen Punkten schneidet, so sieht 
man, dass, wShrend der eine Schnittpunkt (90) von 7| bis Si geht, der an- 
dere (9>i) sich von T^ bis £i^ d. h. nach entgegengesetzter Richtung bewegt. 
Folglich ist für diesen Fall 

Lftssi man nun die Tangente {q>o^ cpi) sich, bis in die Lage SiSi bewegen, so fin- 
det man durch Summirung der Werlhe von -7=p=== und der Werthe von 

. ^' = die Integralgleichung 



/yo d <p r?t dtp ^ 

Wir addiren nun auf beiden Seiten die Grösse 

/^^> * dtp _ r^t dtp 
y yi-ASin> J fr-*Mn> 

hinzu , in welcher die Quadratwurzel reelle und rein imaginire Werthe an- 

19» 
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nimmt, und setzen dabei fest, dass man die reellen Werthe positiv, bei den 
imaginären den Factor von i positiv nehme. Wenn wir in diesem Sinne 
das (geradlinig zu nehmende) Integral von bis (p mit F{(p) bezeichnen, so 
erhalten wir: 

(28.) F(9)o)+F(9i) = Fia,)+F(s)+AK, . 

wo wieder Ä'=F(j7i) ist. 

2. Die Linie (^09 Vi) berflhre den Bogen S^S^ von B, und es sei 
Va^Viy ^* ^* Punkt (q>o) komme auf dem Wege SiDiS^ früher als (9)1). 
Die Betrachtung ist ähnlich der vorigen ; wir denken uns, um alle hierher ge- 
hörigen Lagen zu finden, eine Tangente von B von der Lage SiSi am Bogen 
SiS^ von B bis zur Lage ^^S^ bewegt, wobei wir erkennen, dals (^u) von 
Si bis ^4, {<pi) von ^1 bis S4 geht, also beide in derselben Richtung, mithin 

-^ positiv ist. Wir haben daher in (27.) das Zeichen + zu nehmen, und 

wenn wir die Tangente (q>o^(pi) in die Lage SiJS^ bewegen, so ergiebt die 

Addition aller Werthe von ; ''f^ , und ,^ f^\ , : 

also nach Addition von F(2:7T+«)-f F(c;i) auf beiden Seiten: 

(29.) -F{<p,)+F{ip,) - F(a,)-F(ir)-4/if. 

3. Wenn der BerAhrungspunkt von (9>u9 9i) auf S^^^ liegt, so ver- 
verhält sich die Sache ganz analog, wie bei der ersten Art. Es ist diesmal 

F{<po)+F{<p,) = F{a,)^Fis)+4K. 

Aber da S^S^ zur zweiten Art gerechnet werden kann, so ist nach (29.): 

-Fiat)+F{2n^t) = F{Oi)-F($)-AK oder F(a«) = 8Ä-F(a,); 

also gilt für die dritte Art die Formel: 

(30.) --Fiip,)^F((p,) = Fiö,)+F{s)^i2K. 

Wir stellen uns gleich einige Beziehungen zwischen (7|, t, 03 und y' her, 
von denen wir später Gebrauch machen werden. Erstlich muss, da Ti^i zur 
ersten Art gehört, die Gleichung (28.) durch ^e==9'i=27i+f erfflllt werden, also 

(31.) F{a,) = 2F(0-F(*)+4üf 

sein. Femer muss (29.) durch <po=2n+cDy 9)1 =27i— co befriedigt werden, so dass 

(32.) F(a,)^^2F{(o)+F{$)+AK und F(cü) + F(«) = F(0. 
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Endlich muss das Werlhepaar (pM^2n'\-ip\ ipj^ :=27i entweder der Gleichung 
(28.) oder (29.) genügen; es ist demnach 

(33.) entweder Fio^)=^F{(p')^F{s)+AK oder F(o,)^-F{(p')+F{9)^4K. 

Wenn im vorliegenden Falle von einem Punkte (^0 auf A aus zwei 
Tangenten (<jpo 9 <pi) ^^^ {^i 9 9^2) an B gezogen werden, so lehrt die Gleichung 
(28.), dass die zweite Tangente nur von der zweiten oder dritten Art sein 
kann, wenn die erste von der ersten Art ist. Ist sie von der zweiten Art, 
so ist 9>i ]> ^2 • Denn wäre (p2<Z(pi^ so hätte man : 

F((po)+F(ip,) = F{a,)+F{$)+4K, -F{ip,)+F{<p,) = F((T,)~F(ir)-4Ä, 

folglich nach Subtraction: F(yu) + -^(^2) = 2F(27i+*), oder: 



Es ist aber 8:7i--t<:;yu<27i+* und 2/1— *<!y2<27i+*. Zugleich ergiebt 
sich, dass sich an die Tangente (9^1^93), wenn sie von der zweiten Art ist, 
nur eine Tangente (9^2,^3) von der zweiten oder dritten Art anschliessen 
kann. Ist (^29^3) von der zweiten Art, so flberzeugt man sich leicht, dass 
^>i>^V\ sein muss; denn mit Hülfe von (29.) ergäbe sich sonst: F{<pi) = F{<ipi). 
Endlich muss aber jedenfalls eine Tangente der dritten Art folgen. Ist diese 
{(px^x^fpk)^ so kann die sich anschliessende Tangente {(pi,<pi^^ nur von der 
ersten oder zweiten Art sein, wie man aus (30.) entnimmt. Ist sie von der 
zweiten Art, so ist ^kJti><px9 u. s.w. Es muss jedenfalls eine Tangente 
der ersten Art wieder auftreten, und für diese gilt wieder dasselbe, wie für 
iVo'iVi)' ^^e ^^^ ^^^^9 wie die Tangenten aufeinanderfolgen, ist bei der 
gegenwärtig behandelten Lage der Kegelschnitte wesentlich von denjenigen 
verschieden, welche bisher vorkamen. Wenn wir nämlich von einer Tan- 
gente der ersten Art ausgehen, so muss entweder unmittelbar oder nach Ein- 
schiebung von einer oder mehreren Tangenten zweiter Art eine Tangente 
dritter Art und auf diese entweder unmittelbar oder nach Einschiebung von 
Tangenten zweiter Art eine Tangente erster Art folgen , u. s. w. Soll sich 
also ein geschlossenes Polygon ergeben, welches dem Kegelschnitt A einbe- 
schrieben und B umbeschrieben ist, so wird schliesslich eine Tangente dritter 
Art kommen müssen, welche sich unmittelbar an die Ausgangstangente erster 
Art anschliesst oder von ihr durch Tangenten zweiter Art getrennt ist.« Wir 
wollen nun von einer Tangente (9)09 Vi) der ersten Art ausgehen bis zu einer 
anderen Tangente (9^^ 9)^^i) erster Art, welche aber nicht die nächste zu sein 
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braacht, für jede Tangente je nach der Lage die Grössen bilden, welche auf 
den linken Seiten der Formeln (28.), (29.), (30^ vorkommen, und alle diese 
Grössen addiren. Gehen wir erst bis zur nächsten Tangente dritter Art in- 
clusive, so haben wir als Summe 

entweder {Fi(piHPi<Pi)\ + {-f(Vi)-Pi<h)\ 

oder {F(9!^,)+i^(yi)}+{-'P'(yi)+^(y2)l+{-^(ya)+^(y»)}+-+{-'P'(yA-i)-^(y»)}r 

jenachdem die Tangente dritter Art unmittelbar folgt oder nicht, erhalten also 

für die Summe jedenfalls die Form +F{(po)—FiVh)' Gehen wir weiter bis 

sur nichsten Tangente erster Art incl., so ergiebt sich die Summe 

entweder { F(^,) - F(.<Ph)] + {FCy*) + Fi<p^+,)] 

oder {F(y„)-F(y*)}+{F(yA)-^(«iP*+i)}+{i^(yA+i)-i^(y*+0}+-+{f(y^i)+i^(y»)N 
so dass die Summe jedenfalls die Form +F{^o)+Fifpt) annimmt, d. h. die- 
selbe Form, wie wenn (9>o, g>k) eine Tangente erster Art wäre, 4ünd man er- 
kennt daraus sogleich, dass man, wenn man bis zur Tangente (9^^ 9^4.1) ein- 
schliesslich addirt, die Summe F{^)'\'F{<p^^i) erhält, folglich, wenn man diese 
Tangente nicht mehr hinzunimmt, die Summe F{<po)—F{(p^). 

Wenn daher ein n-Eck möglich ist, welches in den Kegelschnitt A 
und um den Kegelschnitt B beschrieben ist, und welches vom Punkte (^^n) 
aus gebildet ist, so wird, wenn man fOr die einzelnen darin vorkommenden 
Tangenten die Beziehungen resp. (28.), (29.), (30.) aufstellt und alle so er* 
hallenen Gleichungen addirt, auf der linken Seite sich die Summe F{<f\i)-^F{(p^)^ 
also Null ergeben, und auf der rechten, wenn m die Anzahl der den Bogen 
OiSi oder O^S^ und in Folge dessen n— 2m die Anzahl der den Bogen S1S4 
von B berührenden Polygonseiten ist, also auch m-Ecken auf dem Bogen 
S(7j und ebensoviel auf S^T^ liegen: 

m{F(aO+F(*)+4Ä'|+(ii--2m){F(ai)~F(*)~4Ä') + w{F(aO+F(*)--12ir|: 

Indem man nun diesen Ausdruck der Null gleich setzt, findet man: 

EntfemKman hieraus Oi mittelst der Gleichungen (31.), (320 9 (3^.), so erh&lt 
man folgende Formeln: 

F(0 = F(f)-2^F(ir), F(m)-2-^F(ir), F{<p')--4^F{$)^2Fi$) oder -4^F(#). 

I 
Aber wenn man beachtet, dass sint ss-p ist, und die Ober das Vorzeichen 
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ier in den Integralen vorkommenden Quadratwurzel getroffene Bestimmung 
berflcksichtigt, so sieht man, dass 

FW =f^=^^-r-j^^ . jr+ar. 

ist, sobald man in dem Integrale 

die positiven Werthe der "Wiirzel nimmt. Die gesncbte Bedin^ng kann man 
demnach unter einer der Formen 

c.»m(4^(if+<ir,),») = f^|^, w. r = f=i, 

angeben, da cosam(— ii+2F(«), Ar) = cos am (u^ h) ist. (Dieses Resultat stimmt 

mit der Formel cosam(Ä'+iJir|-i«) = — ^Ji ^ — überein.) 

Es ist klar, dass dieselbe Bedingung auch fftr ein Polygon heraus- 
kommt, dessen Ecken auf dem Bogen SiD^S^ liegen. 

Diesen Formeln vorzuziehen sind die folgenden, welche man aus ihnen 
leicht ableitet: 

cos«am(2fj«f,;*) = -^, cosam(4>, ^) = ^^=^, wo ^' = ^; 

co8'am(2-Jif.„.«„) = y-, co9am(4^Ä;„.u„) = |^=|^=^, wo /*5 = ^- 
Man hat hier 

^ yi — fi'sinV ^ yl— fij8in'<;p 

gesetzt, und es ist 

AA)=jE~ii> ^ü = ifyi^', 0<^^<l, /i5<0. 

§.6. 

Nachdem wir die Untersuchung des Falles, wo die Gleichung (2.) nur 
reelle Wurzeln hat, abgeschlossen haben, bleibt noch derjenige fibrig, in 
welchem eine derselben reell und zu>ei imaginär sind. 
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Wir wollen In diesem Falle anter y die reelle Wurzel verstehen und 
können dann 

setzen. Aus den Gleichungen (3.) bis (6.) entnehmen mr daher, dass die 
Grössen ai^ b]^ c] reelle, die Grössen a^y H^^ c^ dagegen mit den Grössen a{, 
6] , c? conjugirte imaginflre Werihe annehmen. Daraus folgt, dass die Function 
X \on der Form U+iV^ die Function Y von der Form +(17~iK) und Z 
reell oder in i multiplicirt ist. Ohne die Allgemeinheit der Resultate zu be- 
eintrflchtigon, dürfen wir 

setzen und Z als reell betrachten. Fflr den Kegelschnitt A, dessen Gleichung 
wir jetzt auch unter der Form 

schreiben können, ffihren wir wieder die Variable (p==r+iQ ein durch die 
Gleichungen 

X T 

• -2- = siny, f-^ = cos9, 

so dass Jeder Punkt einen Werth von (p bis auf Vielfache von 2^1 bestimmt, 
jeder Werth von q> aber nur einen (reellen oder imaginflren) Punkt und 
<p+2hn denselben, und haben somit: 

^(r+<e) -. co89)+tsm^ = ^ - = — ^ % — ^— , also e' = «^— ^— (1— •), 

folglich 

Wenn wir daher den reellen Theil von tp immer zwischen und %n wfthlen 
und die Function 

z ^ f2(r+ü^ 
i/2(r-ü) " z 

(für die Punkte auf A) mit J bezeichnen, so ist 

r = -^ oder -^, V = r+ylog^. 

Offenbar bestimmt jeder reelle Punkt von A einen reellen Werth von d und 
umgekehrt , und da für jeden Funkt r nur einen Werlb haben kann , so ist, 

wenn im Punkte {^t)q>^'^+'^\o%J' \s\^ im Punkte (— -«i/)9 5=-^+4-log-^. 
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Zwei derartige Punkte liegen, wie man leicht sieht, stets in gerader Linie 
mit dem Durchschnitlspunkte der imaginSren Geraden X=0, Y^O oder der 
reeUen Geraden (7=0, F=0, welcher der Pol der Geraden Z = ist. In 
den Scbnittponkten D, D^ der letztern mit ^ ist Z = und IT = V^, folglich 
^z=0 oder oo; auf dem einen Bogen DDi geht J daher von bis +oc, 
auf dem andern von bis — oo. Wenn wir nun, — wie wir berechtigt 

sind, — annehmen, dass fflr einen Punkt auf dem ersten Bogen r==-^ ist, 

so ist far alle Punkte desselben, also für jeden positiven Werth von Jy 

^ = —1 — V-2\o%J^y far alle Punkte des andern Bogens (negative J) 
tp^—i — V'^^ogd'^y und in D, Di findet der Uebergang durch das Unendliche 

Statt, so dass y, in D ausgebend, von -j — loc Ober ^\'T'\'i^ ^^^ "4 — ^^ 
variirt. 

Der Kegelschnitt B schneidet den Kegelschnitt A in Punkten, für welche 



^=z/^=zy'-i-.-i^, r=z/t5=zy-i+< 



p-r 



ist. Wenn man hier zwei conjugirte Werthe der Quadratwurzeln nimmt, so 
erhSit man zwei lineare Gleichungen von der Form 

und es sind demnach immer zwei reelle Schnittpunkte vorhanden. Nimmt 
man aber fOr die Quadratwurzeln zwei nicht conjugirte Werthe, so erhSit 
man zwei Paare von Gleichungen, weiche zu imaginären Werthen der Coor- 
dinaten der Schnittpunkte fähren. Wenn wir nun die reellen Schnittpunkte 
mit 8 und 8^ und die Werthe von (p in ihnen mit 9 und $1 bezeichnen, so ist 

Diese Formel zeigt, dass ei = 8±n ist, dass also, wenn wir S auf dem Bogen 

3#i 

iDDi wShlen, auf welchem r = -t~ ist, Si auf dem andern Bogen DDi liegt 
und 9i=:8+n ist. — Ebenso existiren fQr dieCurven A, B zwei reelle und 



*) Es ist überhaupt für ieden reellen Punkt von Ä der reelle Theil von sin' 9 
und cos' 9 gleich ^^ da man hat: 

Auch das Umgekehrte lässt sich zeigen. 

Joamsl (Qr Mathematik Bd.LXl^. Hoft 2. 20 
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zwei imagiDftre gemeinschaflliche TaDgenten. Berflhren die ersteren die 
Curve A in T, 7| und die Cnrve B in 6^ 0^ und sind t, fj die Werthe 
von cp iu T, 7i, also 

SO mag T aaf dem Bogen DSDi^ 7| auf DS^Di liegen, so dass ti=^t+n isL 
Es ist klar, dass im vorliegenden Falle von den Punkten D nnd Di 
der eine innerhalb, der andere ausserhalb des Kegelschnittes B liegen muss. 
Machen wir die Voraussetzung, dass D ausserhalb von B liege (aus dem 
Gange der Untersuchung wird einleuchten, dass die entgegengesetzte Annahme 
keine Veränderung des Resultates herbeirtihrt), so wird die Aufeinanderfolge 
der betrachteten Punkte von A folgende sein: STDTßiDi. Alle Punkte des 
Bogens SDiSi werden sieh innerhalb von B, alle Punkte von STDTiSi ausser- 
halb von B befinden, und es kommen daher bei unserer Aufgabe nur die 
Punkte des letztem in Betracht, weil durch sie allein Tangenten an B möglich 
sind. Ebenso werden auf dem Kegelschnitt B nur die Punkte des Bogens 
6SSi0i auftreten, welcher die Berfihrungspunkte aller Tangenten enthfilt, die 
von Punkten auf A ausgehen. Die sflmmtlichen V^erthe aber, welche (p in 
den reellen Punkten des Kegelschnittes A annimmt, können, wenn man sich 
in der Ebene eine Axe mit einem Anfangspunkt denkt und auf ihr und senk- 
recht zu ihr positive und negative Richtung festsetzt, reprftsentirt werden durch 
die Punkte zweier Geraden G und 61, welche senkrecht zu jener Axe, re- 

3ä In 

spective um +-7- nnd +-t- vom Anfangspunkte entfernt, gezogen werden. 

Wenn wir daher die Punkte dieser Geraden mit den durch sie vorgestellten 
Werthen bezeichnen, so können wir sagen, dass, wfibrend der durch (p be- 
stimmte Punkt der Curve A auf dieser den Weg STDTiSi durchläuft, cp selbst 
sich auf der Geraden G von s über t nach dem unendlich entfernten Punkte 

cf = .|-2-~~'<^ der Linien G, G^ bewegt, durch diesen in die Gerade Gi tiber- 
geht und auf ihr aber ti bis «1 Ifluft. Zwei Werthe (p und (p+n (z. B« « 
und 9,, t und ti) sind von der Axe gleichweit entfernt. 

Wir legen noch in den Punkten S und St Tangenten an B und nennen 
S und ^1 ihre anderen Schnittpunkte mit A, a und Oi die Werthe von (p 
in ihnen. Dann liegt der Punkt {SS^Si^^) auf DDi und von den Punkten JS, 
Si befindet sich daher immer einer auf STD und einer auf DTiSi. — Von 
den Schnittpunkten der Geraden Z = mit ^ liegt immer einer innerhalb von 
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A; legen wir in ihm eine Tangente an B^ so schneidet sie Ä in xwei Punkten^ 
in welchen nach (35.) 

ist, also 9 zwei nro n verschiedene Werthe «^ «i hat. Punkt («) liege auf 
STD, also Punkt {%,) auf DT.S^ («1 = «+^). 



Im Torigen Paragraphen sind die allgemeinen Angaben ffir den Fall 
zweier Kegelschnitte mit nur %wei reellen Sehrnftpunkten und gem^nschafUichen 
Tangenten gemacht worden, und wir gehen nun an die Aufsuchung der ge- 
wünschten Formel. 

Wenn die Verbindungslinie zweier Punkte ((pn) und (^^j) auf A die 
Cnrve B berflhrt, so ist auch diesmal 



^^ '^ ä^ "^ * Vl-*^in>. ' 

wo y = ^_ , also imaginftr, ond zugleich 8in«==:~jr- ist (wenn man das 
Zeichen von k passend wflhlt). Zur Abkflrsung setzen wir 

tand bestimmen, dass man in einem beliebigen Punkte der Strecke $td auf der 
Geraden G einen der beiden Werthe von tfß{q>) beliebig wAhlen, von ihm 
ans aber nach beiden Seiten bin den Werth von y^{q>) fortschreiten lassen und 
auf 61 die entgegengesetzten Werthe nehmen soll, so dass ^{<p±n)^'-^i<p) 
whrd. Der Uebergang findet statt bei tp{d)^ welches s=:0 ist; die Werthe von 
tfß{$) und ^(^i) sind unendlich $rross, alle übrigen endlich und von Null ver- 
schieden. (Für uns kontml nur der Weg sldtiSi in Betracht.) Es seien 
nun Jq und Ji die Werthe von /i in den l'unklen (^,) und {(fi); dann ist 

dVo = i^ und rfc,. -i'^P. .»so JJ- = j!-.J^. Daraus folgl, dass 
—- reell ist, und zwar positiv oder negativ, jenachdem tV-^ es ist, und 

wegen der Gleichung (34.) muss auch das Verhfiltniss ^7^ = ±j^ r®^^^ 

sein« Zur Bestimmung des hier zu nehmenden Zeichens machen wir drei 
Unterscheidungen, entsprechend wie beim IV. Falle in $. 5. 

20* 
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1. Die Linie {(p ^^J berühre den Bogen 68 von B. Wenn man 
alle hierher gehörigen Tangenten haben will, so hat man mit dem einen 
Punkte (^o) von T bis S, mit dem andern {(p^) von T bis ^ ra gehen. Es 
sind nun zwei Fälle zu trennen. — a) Der Punkt S liege zwischen T und D 
(es ist immer nur an den Bogen SDSi von A zu denken), also a zwischen 
/ und d. Dann beginnt das YerhAltniss ^t^Ed mjt dem Werthe ^l = +1 

und erleidet keinen Zeichenwechsel bis zu seinem letzten Werthe ^^^ = 0: 

folglich ist es durchweg positiv. Da aber zugleich ^ wflchst und J] ab* 
nimmt, so ist jt^^ negativ, und mithin das untere Zeichen in (34.) zu M'ih- 

len. ~ b) Es liege JS zwischen D und iSj, also a zwischen d und «,. Lassen 
wir dann tpi zuerst von t bis d und damit 9\j von t bis zu einem zwischen 
$ und / gelegenen Punkte d\ welcher (pi^d enfaqpricht, gehen, so finden wir 
wie vorhin, dass das Zeichen — zu nehmen ist. Jetzt lassen wir (p^ weiter 
gehen von V bis a und tp^^ von d' bis $; am Anfange und am Ende ist der 

Quotient ^t^ gleich Null und erleidet dazwischen keinen Zeichenwechsel. 

Bezeichnen wir mit (p[ den Punkt 9>i— :7i^ welcher auf $td liegt, so bestimmt 
derselbe einen Punkt ^v» ebenfalls auf eld^ aber auf der andern Seite von l, 

und es ist nach dem Früheren ^^^'i ein reeller positiver Werth, ferner 
\p{(p\)^--yf{<p^^ folglich ^^)\ reell und negativ und ~ßi^ reell. Da aber 
1!^ = ^(^ = +1 fOr 9, = rf ist, also dieses Verhiltniss die Null besttadlg 
flbertrifil, so kann ^^ >. nur negativ sein, und weil ,^ •^ diesmal positiv ist, 

so stellt sich wieder das Zeichen — in (34.) als das richtige heraus. Das- 
selbe ist daher fQr alle Tangenten dieser Art zu nehmen. 

2. Der Berflhrungspunkt der Tangente {(Pi}^q>i) mit B liege auf dem 
Bogen S5i, und es sei {fp^ derjenige von den Punkten (9^,), (91), welcher 
auf dem Wege SDSi frflher kommt. Um alle derartigen Tangenten zu er- 
hallen, wird man den Punkt (^0) von S bis S^ und (^J von 2 bis S^ gehen 
lassen mfissen. — d) Der Punkt S liege auf TD^ also ^1 auf DTi. Man 
bewege vorliufig tpi nur von a bis d und in Folge dessen 9» von # bis zu 

einem gewissen auf etd gelegenen Punkte d\ wobei das Verhftitniss ^^^\ 

den Anfangs- und Endwerth Null hat und das Vorseichen nicht wechselt. 
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Durch den von g>^ bestimmten Pnnkt der Cnrve A geht aach eine Tan- 
gente erster Art, wenn derselbe auf dem Bogen SS liegt, und zur Bestim- 
mung des gesuchten Zeichens genügt es, einen solchen Werth von ^u zu 
betrachten; der zweite Schnittpunkt dieser Tangente mit A liefert nun einen 

Werth (pi auf $ta derart, dass ^7^ einen reellen und positiven Werth 

hat. Weil aber ^y^( reell sein muss, so folgt hieraus, dass auch ^y^ 
es ist, und dann kann dieser Qootient nur positiv sein, da für (Pm=^9 sein 
Werth -?^ = + 1 ist. Es ist demnach das Verhältniss ?^ positiv und 

in Folge dessen in (34.) das obere Zeichen zu nehmen, weil J^^ und J] diesmal 
gleichzeitig abnehmen. — Wenn jetzt (po seinen Weg von if bis d fortsetzt,. 
so gelangt (pi auf dli$i von d bis zu einem gewissen Punkte d", und der 

Bruch ^y'( ge&t von bis 00, ohne sein Zeichen zu Andern; um dieses 

also zu finden, braucht man nur einen Werth von« tp^ so zu nehmen, dass 
der Werth (pg = 9?|— 71 auf ad liegt, also einen Punkt (pH auf $d bestimmt. 

Dann ist nach den letzten AusfQhrungen ^t^itt ^^^I' ^^^ positiv und y^i^p'i) 
= — V(9^i)> ^^^ tbf-'i ^^^^^ ^^^ negativ, folglich ^^^ reell, und zwar ist 

dieser Bruch positiv, weil er fflryi = d den V/erth ^^^,1 = 1 hat. Dem- 

nach ist ^^ '^ negativ und das obere Zeichen in der Formel (34.) zu nehmen, 

weil i^S abnimmt und J\ zunimmt. — Wenn man endlich 9)0 von d bis Oi 
und mitbin fpi von d*' bis s^ gehen lässt, so wird man in ähnlicher Weise 

zeigen, dass -^7^ positiv ist; J^^ und /fi nehmen gleichzeitig zu und es gilt 

also wieder das Zeichen + in (34.). — h) Der Punkt S liege auf DSi, also 

JS*i auf DS. Man wird sich dann aberzeugen, dass die Grössen ^tlßü. xiuA 

j)A\ negativ sind, und dass also wieder das Zeichen + herauskommt, welches 

somit bei allen Tangenten der zweiten Art zu nehmen ist. 

3. Fflr die Tangenten, welche den Bogen S^ 0i von B berühren, findet 
man, wenn man auf dem bei der ersten Art eingeschlagenen Wege vorgeht, 
dass in der Gleichung (34.) das untere Zeichen zu setzen ist. 

Nachdem wir für die verschiedenen Lagen der die Curve B berüh- 
renden Sehne (9>o, tpi) von A die zwischen <po und (pi bestehende DiiTerential- 
gleichung ermittelt haben, ist dieselbe zu integriren, und auch hierbei ist die 
Trennung der drei Arten nöthig. 
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1. Wenn die Tangente iq^^q>i) von der ersten Art ist, so Iflsst sie 
sich in die Lage der gemeinschafUicben Tangente T9 bringen, indem sie 
immer der ersten Art angehörig bleibt, nnd da ffir jede der dabei von ihr 
eingenommenen Lagen y^{g>o)d^o=^'^y/{<pi)d<pi ist, so liefert die Snmmation 
aller dieser Beziehnngen: 

i 1 

Bei allen hier vorlLommenden Integralen ist der Weg, anf welchem die Va^ 
nable geht, immer der den Geraden und Oi nnd zwar der Strecke sMMi 
angehörige. Wenn wir das in diesem Sinne genommene Integral 

setzen, so haben wir im gegenwärtigen Falle zwischen ifo nnd (p^ die Relation: 

(35.) AVü)+Ayi)-2A0 = A^\ 
weil die Gleichung dnrch ^ = «^ <Pi^o erfallt werden muss. 

2. Wenn die Tangente {(po^ipi) von der zweiten Art ist, also 
tp{(po)äg>a^tp{(pi)d^% ist und der Punkt (^u) auf dem Wege SDSg vor dem 
Punkte (^i) kommt, so besteht die Beziehung: 

(36.) />(v)rf9)-/V(y)rfv = 0, 
welcher wir auch folgende Form geben können: 

(37.) ~A»v,)+A»i) = no). 

3. Wenn endlich die Tangente *(^)9i) von der dritten Art, also 

tff{(pii)d(pu^ '^V^{<Pi)ä(pi ist, so hat man: 

y%(y)#+/'V(y)rfy = o, folglich A9\>)+Avi)-A^i)+A't)- 

Da aber die Gleichung (37.) dnrch das Werthepaar (fo^Oiy <pi=^Si erfflUt 
wird, mithin A^i)=A*i)""A^) ^^^" ^^^s, so folgt: 

(38.) ^ Av,) - Ay.) = rio) - 2Ati). 
Beachtet man, dass das Werthepaar 9,1- «> (pi=^'ti = e+n die Gleichung (86.) 
befriedigen muss, so gelangt man zu einer Relation zwischen ^(a) und ^(c). 
Es ergiebt sich nimlich 

y V(y)rfy-y>(y)# = 0. 
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Nun ist aber: 

folglich 

(39.) Ao)=:A*i)-2Aa) = 2Ai). 

Wenn nun ein n-Eck dem Kegeischnilt A einbeschrieben und dem Kegel- 
schnitt B ombeschrieben ist, so erlangt man durch die Formeln (35.', (37.), 
(38.) mit Hilfe von Betrachtungen, welche den in §.5. für den IV. Fall an- 
gewendeten entsprechen, und deren Ansf&hrung aus diesem Grunde hier un- 
terbleiben kann, die Bedingung: 

nf{a)^2mf{s,) = 0, 
in welcher m die Anzahl der den Bogen 65 oder O^Si von B berührenden 
Polygonseiten oder die Anzahl der auf dem Bogen 57 oder 5|7i von Ä 
liegenden Polygonecken bedeutet. Nach (39.) schreiben wir dafflr: 

nf{t) = mf{8,) oder 2nf(t) -- {n-2m)f\s,). 
Nun erhftlt man aber 

indem man sin ^ ^ir ^^t^^ \ Ferner ist 

Ao ^r^p^'p) ^v -y" V (<?) d(p, A«) =y v w d^-y^ (v) i*^, 

U O OD 



II 



WO Kl das vollständige Integral fflr den Modulus Jri=:]/1— Ar^ ist. 
Man gewinnt daraus also die Formeln: 

sin^am(2^if+/ir+.if„A) = y|^, sin^am(2^Ä:4 i7ir„*) = ^, 

für welche man auch schreiben kann: 

co»^am(2^if,Ä) = |-, ^am(2^/f,*) = ^, wo A'^^' 

Es ist auch, wenn man ^tHE = —_.== Äg setzt: 



(40.) 



= 
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§. 8. 

Das Ergebniss der an den einzelnen FAlIen ausgefflbrlen (Jntersuchang 
können wir nunmehr folgendermassen zusammenfassen. 

Wenn zwei Kegelschnitte A und B reprfisentirt werden durch 
Crleichungen 

(Ä.) 6ua?'+*22y'+*33«'+26n^+26|3a?Ä+2ft23y» = 0, 
so hat die nach a kubische Gleichung 

6«— cfai2, A22— «o«, 623— aojs 

643 — ««13, 623 — 00239 ^ — ^^33 

eine reelle und zwei imaginftre Wurzeln, wenn die Kegelschnitte A und B 
sich in zwei reellen und zwei imaginftren Punkten schneiden; sie hat nnr 
reelle Wurzeln von einerlei Zeichen, wenn sie oder vier reelle Schnittpunkte 
und ebenso viele reelle gemeinschaftliche Tangenten besitzen; endlich reelle 
Wurzeln, worunter nur zwei von gleichem Zeichen, wenn die Curven nur 
reelle Schnittpunkte, aber imaginäre gemeinschafUiche Tangenten haben, oder 
umgekehrt. Im ersten Falle wollen wir die reelle Wurzel a, die beiden com- 
plexen ß und y nennen; im zweiten bezeichnen wir sie mit a^ ß^ y so, dass 
dem absoluten Werthe nach cL<Cß<iy wird; im dritten können wir es (in- 
dem es uns nur auf die Yerhfiltnisse der Wurzeln ankommt) immer so ein- 
richten, dass zwei Wurzeln negativ sind, und sie darauf derart ordnen, dass 
« < /3 <: < y ist. Man setze dann : 

r 

Wenn nur o reell ist, so sind ft^ und Af, complex; sonst ist V reell und 
zwischen und 1 gelegen, ^ reell und negativ. Lftssl sich nun ein Polygon 
von II Seilen gleichzeitig in den Kegelschnitt A und um den Kegelschnitt B 
beschreiben, so muss man eine ganze Zahl m so bestimmen können, dass 1), 
wenn die Anzahl der reellen Schnittpunkte der der reellen gemeinschaftlichen 
Tangenten gleich ist, 

(41.) cos'am(2— Ä,ilr) = — oder cos^am(2— KJ„4i,)==-Ti 
2) wenn die Anzahl der reellen Schnittpunkte von der der reellen gemein- 
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schafUchen Tangenten verschieden ist, 

(43.) cos'am(3 -^Ä, k) == -j^ oder cos'am(Äi-2-2. IQj, ko) - j^, 
oder auch ohne diese Unlerscheidong 

con^mU^K,k)=± "'-^i^;-'\ oder cos am (4^Äi, O = ^!|±?:^^ 

ist (das Zeichen + ist fflr 1}^ das Zeichen — ffir 2) zu wAhlen^ wenn man 
die Bedeutung von m einhalten will). Wenn weder reelle Schnittpunkte noch 
reelle gemeitischafUiche Tangenten vorhanden sind, so bedeutet m die Anzahl 
der Umläufe, welche das Vieleck durch die Peripherie von A macht Ist 
die Zahl der reellen Schnittpunkte zwei oder vier und die der reellen ge- 
meinschaftliehen Tangenten ebenso gross, so liegen sämmtliche Ecken des Po- 
lygons auf einem von zwei Schnittpunkten begrenzten und die Berflhrungspunkte 
von zwei gemeinschaftlichen Tangenten enthaltenden Theile von A, und zwar 
liegen dann m Ecken auf dem Wege von einem jener Schnittpunkte bis zu 
einem jener BerObrungspunkte von gemeinschafUichen Tangenten. Wenn nur 
die gemeinschaftlichen Tangenten reell sind, so liegen m Ecken des Polygons 
auf A zwischen den BerQhrungspunkten zweier gemeinschafUichen Tangenten, 
deren Schnittpunkt auf der beide Kegelschnitte schneidenden Seite des In Be- 
zug auf beide sich selbst conjugirten Dreiecks liegt. Wenn endlich nur die 
Schnittpunkte reell sind, so berflhren m Seiten des Polygons den Kegelschnitt 
B zwischen zwei Schnittpunkten, deren Verbindungslinie durch die ausserhalb 
von A und B gelegene Ecke jenes Dreiecks geht. 

Um zu untersuchen , ob die Bedingung fflr irgend einen gegebenen 

Werth des Verhältnisses — erfOUt ist, ohne die Wurzeln a^ ß, y unterschei- 

fi 

den zu müssen, ist es nölhig, die Bedingung in emer in Bezug auf a^ ß^ y 
symmetrischen Form zu haben. Liegt der Fall vor, dass die Anzahl der 
reellen Schnittpunkte und die der reellen gemeinschafUichen Tangenten gleich 
ist, so ist die Bedingung: 

y («5 Ä y) =- oder ^(a, y^ ß) =» 0, 

wenn man den Ausdruck 

setzt. Man kann nun beweisen, dass die Wertbe, welche die Function 9 

JonmAl fllr Mftthematik Ba.LXrV. Heft 8. 21 
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durch die abrigen vier Permutationen der Argumente erhftlt, wesentlich von 
Null verschieden sind. Zu dem Zwecke bemerken wir, dass zu dem Kegel- 
schnittpaare Ay B immer ein Werth von — gehört, d. h. ein reeller Werth hy 

welcher für — in y(a, /?, y) oder (piciy/yß) gesetzt, beide zu Null macht. 
Ist kein geschlossenes Polygon möglich, so ist h die irrationale Grenze, der 
sich das Verhältniss — nfihert. Es ist daher 

n 

cos^am(2A/f, k) = — , z/^am(2A/if, ik) = — , 

cos'am(2AÄo, *b) = 4^, J'Bm{2hKo,k;) = ^• 
Man hat aber 

y(Ä a, y) = cos»ain(2^Ä(Ä'±.7f,), D-f = ^am(2.J(Ä±<Ä-0, *)-^. 
Sobald also g> {ß, a,y) = wird, so wird auch 

^am (2hK, k) --= ^ am (2 ^ (*"+ lÄ,) , k) , 
und es mQssen dann zwei ganze Zahlen m% n' von der Art exisliren, dass 

±2hK+2m'K-^2n'iK, = 2-^(Ä'+t^,). 

Daraus würde sich aber ein reeller Werth des Verhältnisses -tjt- ergeben, 

was unmöglich ist. Derselbe Beweis findet auf die Grösse q> {y^ a, ß) An- 
wendung, wenn man in ihr den Modulus Au einführt. Da aber das Ver- 
tauschen der beiden letzten Argumente in der Function tp in Bezug auf das 
Verschwinden derselben keine Aenderung hervorbringt (denn die Gleichung 
y(a, y, /?) = ist eine nothwendige Folge der Gleichung 9 (a, /?, y) = 0), so 
werden auch die Grössen 9(/?,y, «) und y (/,/?,«) für keinen reellen Werth 

von — zu Null. 
n 

Der Bedingung für den Fall, wo nicht gleichviel reelle Schnittpunkte 
und reelle gemeinschaftliche Tangenten vorhanden sind, geben wir die Form 

1/; (a, /5, y) = 0, indem wir 



setzen, und aus dieser Form erkennt man, wie oben, dass die Grössen 
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V(A ®5 y)* V^ißy 7y ^)^ V'iy^ ^j l^)i V^iz^ A ®) "'^'^* Null werden können. Was 
den Werth von tp {a. y^ ß) betrifft , so wird er nur dann zu Null ^ wenn zu 

n 
den beiden Kegelercbnitten gerade die Zabl . aber nicht — gebort^ also 

docb auch ein it-Eck möglich ist (§.3 und 4 a. E.). Aus dem Bisherigen 
folgt, dass man im ersten Falle das Product der Grössen (p(ct,ß,y)^ im 
zweiten das der Grössen y^(a^ß,y) gleich Null zu setzen hat. Man über- 
zeugt sich aber auch leicht, dass im ersten Falle keine der Grössen y^{cL,ß,y) 
und im zweiten Falle keine der Grössen tp {a^ ß, y) verschwinden kann. Um 

also die Bedingung dafür aufzustellen, dass ein gegebener Werth von — zu 

den beiden Kegelschnitten gehört^ hat man das Product 

n{(p{a,ß,y).xij{a,ß,y)\ = 

zu setzen. Diese in Bezug auf a, ß, y symmetrische Form ist für alle 
Fälle giltig. 

Will man von der Grösse m absehen, so kann man statt der Division 
der elliptischen Perioden das Mulliplicationstheorem der elliptischen Functionen 
benutzen. Fflr alle Fälle (da in den §§. 3 und 4 die Zahl n gerade sein 
muss) und ohne Unterschied zwischen a, ß^ y besteht dann fQr das Yorhan- 
sein eines »-Ecks die Bedingung: 



(43.) sinam(fMi,|/?^) = 0, wo cos'am(ti, ]/?^) = — • 

Aus dieser Form findet man leicht die zwischen a^ ß^ y bestehende Relation 
in einer von Nennern und Wnrzeln freien Gestalt. 



Der Modulus \ __ hat übrigens die interessante Eigenschaft^ dass er 

ungeändert bleibt, wenn man den Kegelschnitt A festhält, statt des Kegel- 
schnitts B aber irgend einen andern aus dem Kegelschnittbüschel {A^ B) nimmt. 
Beachtenswerth ist, dass diese Ausführungen nicht bloss für irgend ein 
System s6hief- oder rechtwinkliger Parallelcoordinaten, sondern überhaupt für 
jedes System, in welchem die gerade Linie durch eine Gleichung des ersten 
und der Kegelschnitt durch eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den 
Coordinaten eines Punktes ausgedrückt werden, volle Geltung besitzen. Sie 
behalten übrigens, sobald man den einbeschrieben^n Kegelschnitt mit dem um- 
beschriebenen oder die Werthe a^ ß^ y mit ihren reciproken vertauscht, ihre 
Richtigkeit auch für jedes System, in welchem der Punkt durch eine Glei- 

21» 
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Kegelscbnilt durch eine Gleichnng sweilen Grades 

j^« OMHtelHi einer Geraden vorgeslelU werden. 

UW Imt f^Auidenen Resultate dienen zugleich als Beweis f&r den 

rViUiJifl^ daas, wenn man yon einem Punhte des Kegelschnitts A 

ein Vieleck dem Kegelschnitt A einschreiben und B umschreiben 

4mselbe auch von jeder Ausgangsstelie aus, wenn dieselbe nicht durch 
Ure ls$^ nniulftssig ist, ohne VerAnderung der Seitenzahl (und der Zahl m) 
nKVflich ist. Daraus folgt, dass man im Falle der Möglichkeit eines geschlossenen 
Polygons, wenn man von einem Schnittpunkte oder einer gemeinschafUichen 
Tangente der Kegelschnitte aus das Polygon zu bilden suchte bei der Opera- 
tion SU einem andern Schnittpunkt oder einer andern gemeinschaftlichen Tan- 
gente gelangen muss, von wo aus man dann wieder zurQckzugehen hat. Ge- 
langt man, von einem Schnittpunkte oder einer gemeinschafUichen Tangente 
ausgehend, wieder respective zu einem Schnittpunkte oder einer gemeinschaft- 
lichen Tangente, so ist die Seitenzahl n des Polygons offenbar gerade, an- 
dernfalls ungerade. Damit stimmt die bereits angegebene Thatsache flberein, 
dass in den Fftllen, wo nur die Schnittpunkte oder nur die gemeinschafUichen 
Tangenten reell sind, die Seitenzahl gerade sein muss. 

Nehmen wir noch den FaU, dass man von einem Punkte aus, in wel- 
chem einer der Kegelschnitte von einer Seile des in Bezug auf beide sich 
selbst conjugirten Dreiecks geschnitten wird, das n-Eck construiren will, und 
bedienen wir uns der durch die Gleichungen (7.) und (8.) eingeführten Grössen 
€p und ip. Wenn man auf der Curve A zwei Punkte ((po) und (— ^o) hat, 
so geht die Verbindungslinie derselben durch den Pol der Geraden X=:0, 
weU die Gerade, welche die Punkte {(p) und {tp') von A verbindet, allgemein 
durch die folgende Gleichung dargestellt wird: 

X8ini((p+(p')+YcoB^(^(p+<p')+iZcosi{(p-(p') = 0. 

Der Punkt (yo) liefert durch die Gleichung (10.) zwei Werthe ipo und y/^, 
welche den Berfihrungspunkten der durch ihn gehenden Tangenten der Curve 
B entsprechen ; der Punkt (— yo) liefert gerade die Werthe — % und — %. Da 
nun die Verbindungslinie der Punkte (tp) und (y/) von B durch die Gleichung: 

Xyasini{y;+y/)+Y^ßcosi{y;+tp')+iZyycoBi{tp-'tp') = 

reprasentirl wird, so gehen offenbar die Verbindungslinien (V'o^^V^o) und 
(fff^^^if/^) wieder durch den Pol von X=0. Der Werth tpo bestimmt femer, 
ebenfalls durch die Gleichung (10.), zwei Werthe von (p, nAmlich ^ und 
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einen zweiten y,; darcli —yp werden die Werlhe — yo wnd — ^i ertialten. 
Man ersieht daraus, dass, wenn man durcli zwei Punkte des Kegelschnitts Ay 
welche mit einer Ecke Q des in Bezug auf A und B sich selbst conjugirten 
Dreiecks in gerader Linie liegen, Tangenten an den Kegelschnitt B zieht, 
zwei Paare von Schnittpunkten mit A entstehen, deren jedes mit jener Ecke 
in gierader Linie liegt. Dies gilt offenbar noch, wenn die beiden ersten Punkte 
in einen Schnittpunkt P von A mit der Polare von Q fallen. Zieht man also 
durch P m B eine Tangente, welche A in Pi schneidet, durch P^ eine Tan- 
gente, welche A in P^ schneidet u. s. w., ebenso nach der anderen Richtung 

die Tangenten PF, FP'\ so gehen die Geraden P^F, P2F', . . . durch 

den Punkt Q. Wenn daher ein geschlossenes Vieleck möglich sein soll, so 
muss entweder eine Linie PxP^^^ Tangente an B werden, (dann ist n un- 
gerade), oder es muss ein Punkt Pi mit F^^ zusammenfallen und zwar auf 
der Polare von Q, also in P oder dem anderen Schnittpunkte Po dieser Polare 
mit A (dann ist n gerade). Aehnlich verhfill sich die 'Sache, wenn man von 
einer durch Q gehenden Tangente an B ausgeht. 

Von dieser Bemerkung wollen wir Gebrauch machen, um eine Eigen- 
schaft der Polygone mit gerader Seilenzahl abzuleiten. Wenn wir nftmlich 
die in $§. 2, 3, 5 behandelten Fälle betrachten und uns der dort eingeführten 
Bezeichnungen bedienen, so haben wir, wenn n gerade ist: 

d(po __ ^ d(p^ dq>^ __ ^ rfff« drp^^i __ ^ d(p^ 

folglich P(yo)±^(9^i-) = Const. Aber für yo = wird, wie gezeigt, y<, = 
oder +71 (wenn wir (p von — ti bis +/r zfthlen); demnach ist F{(po) + F{^^)=^0 
oder =+2Ä, mithin entweder q>o+q>^^0 oder 90+^1«=+^ oder 9>o— ^4» 
sr+Ti; denn Vo—Vi»^^ ^^^ auszuschliessen^ weil diese Gleichung die Existenz 
eines 411 -Ecks anzeigt. Da nun die Gleichung 

die Verbindungslinie der Punkte ((p^) und {(p^^) vorstellt, so geht dieselbe be- 
ständig durch den Pol von einer der Geraden Ar=0, y=0, Z = 0. Ent- 
sprechendes ist fflr den Fall des $.4 nachzuweisen. Bei der in §§.6 — 7 
untersuchten Lage der Kegelschnitte ist fi(pt)) ±f{<p^n) == Cou${.^ folglich 
f{ip^±f{Sp^^f{s)±f{s^=^±2K mithin Vo— 9>i« = ±^^ denn es kann nicht 
^^^y^-r+TT sein, weil der Werth y4» = ±^ — yo keinen reellen Punkt von 
A darstellt, wenn der Punkt [tp^ reell ist. Die Gerade (^, ip^ geht also 
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durch den einzigen reellen Punkt, der in Bezug auf A und B dieselbe Polare 
hat. Dies beweist den bereits bekannten Satz: 

Wenn ein Polygon eon gerader SeiteMoU einem KegekchmU em- Mmd 
einem andern umbeschrieben ist, so gehen die Geraden, welche die gegenüber^ 
liegenden Ecken, sowie diejenigen, welche die Berührungspunkte auf gegen^^ 
überliegenden Seiten verbinden, sämmtlich durch einen Punkt, welcher in Be^ug 
auf beide Kegelschnitte dieselbe Polare hat; gegenüberliegende Seiten des 
Polygons und Tangenten des umbeschriebenen Kegelschnitts in gegenüberliegen^ 
den Ecken schneiden sich auf der Polare dieses Punktes, 

§. 9. 

Zum Schlüsse dürfte es am Platze sein, einige Beispiele fQr die ge- 
fundenen Bedingungen zu geben. 

Wenn man die Determinante in der Gleichung (40.) ausfährt, so mag 
dieselbe die Form 

(44.) <>oa^ + cTiaH<>2« + <>3 = 
annehmen. Wenden wir die Formel (43.) an, so erhalten wir, da 

fQ . • 3 — 4(l+ft')8ln*amu + 6**8in*amti— ir*sin'«mii 

smam(3f») = smamn^ — ^,, . ' — . ^.t^. , ^.^^ . » oir^-i 

^ ^ 1— 6*'8in*aniti + 4Ä'(l4-**)8m*amii— 3ir*8m'amir 

ist, für das Dreieck (iit = l) die Bedingung: 

3y^-4/(2y^«~/?)+6/(y-/?)(y-a)-(y^/?)Vy-a)' = 0, 
oder 

{aß+ay+ßyf = 4a/9y(a+/9+y), 

oder, durch die Coefficienten der cubischen Gleichung ausgedrfldil: 

(45.) ^2^ A.d,d^. 

Dasselbe erhftlt man bei Benutzung von (41.), wenn man die Relation 

C08ain|/f4- ^,^^^ = 1 

anwendet und die so entstehende Gleichung von den Wurzeln befreit. (Hier 
braucht man (42.) nicht, weil n ungerade ist.) 

Fflr n = 4 kann ebenfalls m nur = 1 sein ; mittelst der Beziehungen 

cos am 1^ = sinam^£^z/am^jK' 

und 

cosam(l/r+tK|) = sinam(|ir+t^i)^am(4ir+t*r,) 
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findet man sowohl aus (41.) als aus (42.) für das Viereck die Bedingung: 
ay+aß-ßy^O oder (ay+a/?— /3y)(a/5+/?y-ay)(ay + /?y-a/i) =0, 
da man die Bedingung symmetrisch machen darf, oder endlich: 

(46.) (y^+SJoJJ = ^d.d^d,. 

Die Gleichung ay+a(i'-ßy = gestaltet eine einfache geometrische Deutung. 
Wenn sie nftmlich erfüllt ist, so kann man die Gleichung der Curve B so 
sehreiben : 

ßy{X'+Y''\^P)+ß'Y^+fr = 0, 

und der Werth von yj (s. die Gleichung (8.)) im Schnittpunkte der Curven A 

und B ist daher = arc cos l/-~ , d. h. die Tangente an ß in (tf/) geht durch 

den Punkt 9 = auf >4 (s. §.2 Anf.). Wenn also ein Kegelschnitt einem 
Viereck um- und ein anderer ihm einbeschrieben wird, so liegt der Pol von 
einer der gemeinschaftlichen Secanten in Bezug auf den zweiten Kegelschnitt 
auf dem ersten, und umgekehrt (was leicht vorherzusehen war). 

Wenn die Kegelschnitte A und B savei Kreise mit den Radien R 
und r und der Mittelpunktsdistanz d (positiv zu nehmen) sind, also durch die 
Gleichungen 

(A) x'+y'-^R' = 0, 

(R) x'+yH(rf'-0-2rfaj = 

ausgedrückt werden können, so geht die Gleichung (40.) über in: 

(a-l)(a^Ä^--a(ÄHf^-d^Hr') = 0, 
und in (44.) ist 

Wenn die Kreise sich nicht schneiden, also entweder Ä>r und R—r>d 
oder R+r<Cd ist, so hat man: 

« = 2^i , /5- 2^i , y-1, 

^ "■ 2dR 

Die Bedingung für die Möglichkeit eines n-Ecks kann hier, wenn man 

2Vk J 4dR . „ , r^ ^ dtp __ r 

setzt (so dass >t^<Il), durch die Laniifefische Transformation nach einiger Rechnung 
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auf Tolgende Form gebracht werden: 

cosam(2^I,l)«^, ^am(2^I, a) = ±^, wo i« = ^-^^^-p. 

Unter dieser ist sie von Jaeobi ffir Kreise ohne reelle Sehnittpunkte and ge- 
meinschaftliche Tangenten gegeben worden. — Wenn die Kreise sich schnei- 
den, d. h. H + r^d and (A— r)*<^cP ist, so hat man: 

« = 1, 

^ /f4.r*-d*+«/4JtV-(H*-f-r'— <0* ft'-t-r'-d*-! K4JtV- («'+r^--<r) ^ 

p- jff ' y W ' 

. _ g'-r«+d«-it^4fiV-(fi'+r'-<r)' 
*i 555 r 

Setzt man also 



2Vk, J MR y A /*' dy , 

SO dass it > 1 ist, und benutzt die leicht herzustellende Gleichung 

cos*am(2^tÄ,*,)== -L, 
so gelangt man zu der Bedingung: 

e<».m(4^(L+iiO,l) = STS' ^""(* r"'+*^'' = 573- 

Für das Dreieck findet man entweder durch diese Bedingungen mit 
Berflcksichtigung der Relationen 

^ r , coBsmIL M j /AT , *T K ». c08am|CL4-iL.) 4 

*^'*"*^+-7SMr = ^ °°^ cosam(4I+«I,)+ j^^ililiLl) * 

oder durch die Gleichung (45.) die Formel: 

r . r ... 



in welcher das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem die 
Kreise sich schneiden oder nicht. 

Die Gleichung (46.) liefert die Bedingung f&r das Viereck: 

(Ä'-.|f){(Ä«-«rf«)'--2r*(ÄHrf')} = 0, 
welche in zwei, nftmlich in 



(ffT7y+(i^)-* «•'•» «=''^ 
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zerfällt, von denen die erste für den Fall der imaginftren, die zweite fBr den 
der reellen Schnittpunkte gilt.. 

Haben die beiden Kreise vier reelle gemeinschaftliche Tangenten, so 
ist ein Sech$eck mil der Annahme m=:2 vorhanden, wenn 

= 1 



ist; für n = 6 und m = 1 findet man minder einfache Formeln. 

Ein einfaches Beispiel ist auch ein Paar concentrischer Kegelschnitte. 
Hat man iwei concentri$cke Ellipsen, so kann man stets ein beiden gemein- 
schafUiches Paar conjugirter Durchmesser finden und in Bezug auf diese als 
Coordinatenaxen die Ellipsen darstellen durch die Gleichungen: 



wobei vorausgesetzt werde, dass —>'r' ist. Die Gleichung (40.) nimmt 



b 
dann folgende Gestalt an: 

so dass 

!?„ = a'b\ d, = -aV(aV,4-a?6'+«!*I), ^7 = a]b]{a'b]+alb^+a'b'), d, = -äib\. 

Diesmal können die Schnittpunkte und die gemeinschaftlichen Tangenten nur 
Mmmtlich reell oder sftmmtlich imaginär sein. Das Erslere tritt ein, wenn 
a<iOi und 6l>6i ist, und dann hat man: 

«=(^)'. ß-(^)\ r-(^)\ 

Das Zweite tritt dagegen ein, wenn a^Oi und b>bi; far diesen Fall ist 



-=(^)'. /»=a)"' r=(^)". 

Journal f!lr Mathematik Bd. LXirHeft2. 22 
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3Ian findet daraus beispielsweise fflr das Dreieck die Bedingung: 

und fär das Viereck: 

wo beidemal das obere Zeichen fdr den ersten, das untere fflr den zweiten 
Fall gilt. 

Breslau, im Juli 1864. 
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Suite des recherches sur r^limination et la throne 

des courbes. 

(Par M. Ä. Cnyky ik Cambridge.) 



JLlans le memoire „Recherches sur relimination et la tbeorie des 
courbes'" t. XXXIV, pp. 30—45 de ce Journal (1847) j'ai donne pour une 
conrbe U^O dn it-ieme ordre sans points doubles ou de rebroussement, les 
expressions ponr les degres, tant par rapport aux coef&cienls que par rapport 
aux variables, des fonctions qui entrent dans requation FFU=:KU{PU)\QUyU 
qui sert a expliquer comment la reciproque de la reciproque de la courbe 
17=0 se reduit a la courbe originale 17=0. En partant des principes 
etablis dans le memoire „Nouvelles Rercherches sur relimination et la tbeorie 
des courbes'' t. LXIII, pp. 34 — 39 de ce Journal (1863) je suis parvenu ä 
resoudre a peu pres cetle queslion pour le cas d'une courbe 1^=0 du i»-ieme 
ordre avec a points doubles et ß points de rebroussement; mon investigation 
a cependant par rapport a quelques points besoin de confirmatiou. 

Je commence par rappeler que requation d^une courbe avec des points 
doubles et de rebroussement peut 6tre presentee sous la forme 

oü a, b, Cy ... sont des quantites absolument arbitraires, P=:0, 0=0, R=^0^ ... 
sont des courbes du n-ieme ordre (je suppose toujours que U=0 est une 
courbe du it-ieme ordre avöc a points doubles et ß points de rebroussement) 
qui ont chacune pour chaque point double de la courbe U=0 un point double 
au m6me point, et pour chaque point de rebroussement de la courbe (7=0 
un point de rebroussement au möme point et avec la mdme tangente. En 
parlant des coefficients de 17^ je designerai toujours les quantites (a, b,c, .. .) 
sans faire attention aux conslantes contenues dans les fonctions {P^Q, R^.,.). 
La fonclion 17 (voir les nouvelles Recherches etc.) a un discriminant special 
KU du degre 3(ii— 1)^—7« — 11/?; il y a en outre une certaine fonction AU 
des coefficients, laquelle depend des points de rebroussement, qui semble jouer 
an röle analogue en quelque sorte ä celui du discriminant. Car soient pour 
an moment (x, y, z) les coordonnees d'un des points de rebroussement de la 
courbe U=0: ecrivons D = xd^+ydy + id:,, et dans la fonction 17 substituons 
(x, y, z) au lieu de (a%y, a); Taquation />^ 1/^=0 donne le carre de la tan- 

22» 
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genle au point de rebroussement: or D^U=^aD^P'\-bD^Q + cD^R-^'*- et puisque 
les courbes F = 0, = 0, A = 0, ... ont chacnne la rnöme tangeote au 
point de rebroussement, les fonctions D^P, D^Q, D^R, . . . seront des fonctions 
de la forme A*\ fi4>\ v*^, ... oü * = est requation de la tangente , et 
X^ /n, V . . . sont des quantites conslantes qui ne dependent que des con- 
stantes que contiennent les fonctions P, Q, R, ... Nous aurons donc 
D^U^ial+bfi +cy+ • • •) *^ ; et je remarque qua requation aX +bfji +cy+ • • • = 
serait la condition pour quHl y eut au lieu du point de rebroussement un 
point triple. On obtient donc requation du Systeme des carres des tangentes 
anx poiuts de rebroussement sous la forme 

(aAi4-6iW,+di',...)(ai2+*A'2+c>'2...)...(aA^+6.u^+cy^+.-)*l*5...*^ 

le facteur constant {ali+biLii + cyi...)...{aXft+bfiß+cyß...)^ du degre /Spar 
rapport aux coefficients, est pr^cisement la derivee que je nomme AU (de 
maniere que AU=0 est la condition pour Texistence d^un point triple): 
Tautre facteur ^l^, ... 0^ est du degre par rapport aux coefficients. 

Cela etant, je pose d'abord, pour la verifier plus tard, la table suivante : 

Degr^s par rapport 



aox yariables 

2 











aux co^ficientt 
1 



3(n.l)*-7a-ll/9 



ß 



2(n.l) 



^quation de la courbe, U = 
condition pour un nouveau point 

double, KU:=0 
condition pour un point triplC; 

^quation delacourber^ciproque, 

FU = 
^qnation de la courbe "des in- 

flexions, HU = 
^quation des tangentes aux points 

d'inflexions, QU^O 
^quation de la courbe des contacts 

des tangentes doubles /7lf=0 
^quation des tangentes doublcs, 

ln(n-2)(««-9Kii*-n-6)(2«+3/?) 

^quation de la courbe r^ci- 
proque de la r^ciproqae de 
. la courbe, FFÜ = («•Hi-2o-3/y)(«»-n-l-2a-3/8) |2(ii*-ii-l-2«-3/S)2(ii-l). 



«(n-l)-2o-3/J 

3(n-2) 

3n(n-2)-6o-8/9 

(n-2)(n«-9) 



Pü = 



3fi(n-2)-3a-4/J 

(n+4)(n-3) 

i2n(n-2)(fi-3) 

( -<2«-6)(2a4-3/S>-/? 
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Et pnis on a requation 

FFV = AU.KU.{PU)\iQU)\U. 
La comparaison des degres par rapport aux variables donne 

= »(ii-2)(ii'-9)-(n'-»-6)(4(x + 6/3)+4a(a-l) + 12a/3+9/9(/9-l) 

+ 9ii(iir-2) -18a~24/3 

+ n 

ce qui est exacte. La comparaison des degres par rapport aax coefficients 
donne 

4(ii-l)(ii'-ii-l-2a--3/3) = ß 

+ 3(«-l)'-7a-.ll/3 

+ 4» (»-2) (n-d) - (4ii-l 2) {2a+3ß)^2ß 

+ 9n{n-2)-9a^i2ß 

. +t 
ce qui de mönie est exacte. 

Les expressions pour les degres de KU et AU sont deja demontröes; 
ponr les aatres expressions, en considerant d'abord la courbe generale W=^0 
du n-ieme ordre, laquelle, en etablissant entre les coefficients les relations 
convenables, se reduit ä la courbe {7=0 avec o points doubles et ß points 
de rebroussement, on sait par la theorie de M. Ptüeker quels sont les facteurs 
desquels seront affectes FWy QW, PW, et qu'il faut ecarter pour reduire 
ces fonctions a FU, QU, PU respectivement. 

Pour FW ce facteur est A^B^, oü . -4 = est requation tangentielle 
des points doubles, et £ = 0, requation tangentielle des points de rebrousse- 
ment: la reduction du degre par rapport aux variables est donc de 2a + Sß 
unites. En prenant (x, y, z) pour les coordonnes d'un point double quelconque 
on a A = II(ix+r]y+l^z)^ et de m6me en prenant (x, y, z) pour les coor- 
donnes d'un point de rebroussemeut quelconque on a £ = 77(^x+7;y+^z); 
^ et iff ne contiennent donc pas les coefficients a^ b, c, . . . de U, et une 
reduction de degre par rapport aux coefficients n'a pas lieu. 

Pour QW le facteur est M^N^y oh M=0 est requation des tangentes 
aux points doubles et iV=0 Tequation des carres des tangentes aux points 
de rebroussemeut: la reduction de degre par rapport aux variables est 
donc 6a-)- 8/? unites. Soient (x, y, z) les coordonnes d'un point double, 
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D=^xdx-^gdy+sid^; en subsliluant comme auparavanl (x,y,Ä) an lieu de {x,y,9) 
dans la fonction ü, rcquation des deux langontes au point double est D^I7= 0, 
oü D^U est du degre 1 par rapporl aux coef&cients : en formant reqnation 
analogue pour chaque point double on a M = n{D^U)=^0^ et M sera da 
degre a par rapport aux coefficients. En prenant (x, y, i) pour les coordonnes 
d'un point de rebroussement, on a de mdme N = n{D^U)=^0 pour requalion 
des carres des tangentes aux points de rebroussement ; N est donc du degre 
ß par rapport aux coefficients. Nous avons vu que Tequation iV=0 se reduit 
a la forme N = AU. 4>1<PI, . .4^'jf , j'admels cependant qu'il faut retenir ce 
facleur constant AU, et considerer ainsi N comme etanl effectivement du degre 
ß, Le facteur 3PN* est donc du degre 3a + 4/^, et la rednction de degre 
par rapport aux coefficients qui a lieu pour Q W est donc de 3a+4/9 unites. 

Pour PW \e facteur est ffS^T, ou Ä = est requation du Systeme 
des tangentes menees a la courbe par les points doubles, iS = requation du 
Systeme des tangentes menees a la courbe par les points de rebroussement, 
T=0 requation des droiles qui contiennent deux points doubles (chacune de 
ces droites elanl comptee 4 fois) ou qui contiennent un point double et un 
point de rebroussement (chacune de ces droites etant comptee 6 fois)^ ou en- 
fin qui contiennent deux points de rebroussement (chacune de ces droites 
etant comptee 9 fois). Par rapport aux variables le degre de R est ^gal a 
a{ii'-ii~6-2(a-l)~3/i}, celui de S ä /:?{n'-«-6-2a-3(/9-l)}: le degre 
de R'S" est donc egal a (ii'-ii-.6)(2a+3/?)-4a(a-l)-6a/9-9/^(/;-l). 
Le degre de Test egal ä 4- »«(«-!) + 6a/?+9.i/y(/i-l), le degre ie K'S'T 
s'elevedonc a (ii'-n-6)(2a + 3/i)-2a(a-l)-3a/5-|/3(/5~l), nombre qui 
exprime la reduction de degre par rapport aux variables qui a lieu pour PW. 
Par rapporl aux coefficients le degre de R est egal a (2tt — 6)a, celui de jS a 
(2ii-6)/J, celui de Ta zero; le degre de Ä'SP Ts'eleve donc ä (2» -6) (2a +3/:?). 
Ou aurait par consequent pour PW par rapport aux coefficients une reduction 
de degre egale a (2« — 6) (2a +3/::?) unites; mais d'apres un exemple Ires- 
particulier (il est vrai) j'admets que PW contiendra encore le facteur constant 
AU, ce qui donnerait pour le nombre dont il s'agit la valeur (2» — 6) (2« +3/? ) +/i. 

J'ai dit que par rapport aux coefficients le degre de R est egal a 
{2n—^)a et celui de S ä {2n—6)ß: pour prouver Texactitude de ces nombres 
il faut se rappeler que Tequation = des tangentes mendes par un point 
quelconque est du degre (is^—i») par rapport aux variables et du degre 2(n—i) 
par rapport aux coefficients. En prenant pour le point dont il s^agit un point 



Cayley, $ur Elimination et la thiorie des courbes. 171 

double ou de rebroussement et supposant que dans la courbe 11 n'y a que ce 
seul point double ou de rebroussement, le degre par rapport aux variables est 
(n^— M— 6) et celui par rapport aux coefficienls est 2ii — 6. Mais dans le cas 
general conliendra coinme facleur (jPW en deuolant par 6 = requalion 
des droites menees par le point dont il s'agil a lous les poinls doubles, et 
par J7 = requalion des droites menees par ce point a lous les poinls de re- 
broussement. De cette maniere on oblient nn abaissement de 2{a-'i) + S(i, 
ou de 2a + 3 (/?—!) unites pour le degre par rapport aux variables, mais le 
degre par rapport aux coefficienls est loujours (2ii— 6). Donc en considerant 
les systemes des poinls doubles et des poinls de rebroussement, pour R la 
reduclion est egal a (2it— 6}a est pour 5 a (2it— 6)/9 unites. 

Les difficultes de cette invesligation sont däes aux poinls de rebrousse- 
ment en admetlant en FFU Texislence d'un facleur {ÄU)"^^ il n'est pas clair 
que Ton doit avoir i» = 1 ; et la demonstralion pour les valeurs des lermes 
en /i, des expressions 3a + 4/5 et (2»— 6)(2a + 3/:?}— ;5 est imparfaile. Ecrivons 

FFU = {AU)\KU.{PUf(QU)\U 

et supposons que le nombre qui exprime la reduclion de degre par rapport 
aux coefficienls seit donne par la valeur Sa + kß pour QU el par la valeur 
(2»— 6) (2a +3/?)+//? pour PU. La comparaison des degres par rapport aux 
coefficienls donne 

4(i»-l)(ii'-ii-2a-3/?) = mß 

+ 3(ii--l)'-7a-ll/? 

+ 4»(«-2)(ii-3)-(4ii~12)(2a+3/!f)-2//i, 
+ 9n(n-2)-9a^Skß, 

+ 1, 
ce qui etablit la relalion m~2/= 3^—13 a laquelle on salisfait en prenant 
m=l, /=!, & = 4. 3Iais je serais bien aise de prouver ces valeurs par 
une demonstralion plus concluanle. 

Cambridge 26. Mai 1864. 
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Note sur la surfaee du quatri^me ordre de Steiner, 

(Par M. A. Cojfkff k Cambridge.) 



Xiin considerant les deax eoniqnes definies par les eqnations 

U = (a, 6, c, f, g, A)(a?, y, »f = 

£7' = (a',6',c',A^',A')(*',y',.'r = 0, 
on en diduit les trois equations derivees 

F= (6c-A ca-^g', ab-h\ gh^af, hf-^bg, /37-c*)(|, 17, Z? = 0, 
G=:(6c'+6'c-2/r', )(5,i?,J:)' = 0, 

r^ih'd^r. • )(f,i7,J:r=o, 

et Ton sait qne F=0 est requation tangentielle de la coniqne £^=0 (autre- 
ment dit, Tiquation qui exprime que cette conique est tonchie par la droite 
|x+^y4-C^ = 0), qne de mömc F' = est reqoation tangentielle de la 
conique l/' = 0, et enfin qne G = est reqaalioii tangentielle de la conique 
enveloppie par une droite |a:+^y+^^=0 qui coupe harmoniquement les 
deux coniques 17=0, 17' = 0. 

Or, en considerant les deux surfaces qnadriques 

V = (a, 6, c, rf, /; g, A, /, m, n){x,g, i.tof = 0, 
U' = {a\b\c\i,r,g\K,r,ni:,n:){x,g,^,wf = 0, 
on forme d^une maniere analogue les quatre Equations derivees 

F =^{bcd+ etc., ... )(f, t], C, cü)^ = 0, 

G = (6'c rf + etc. , . . . ) (^^ ^, ^, tt>)' = 0, 

G' = (6Vrf + etc.,...)(|,i?,^,ai)^ = 0, 

F' = (6'cV+ etc. , . . . ) (^> ^. C, ^y = 0- 
F = est requation tangentielle de la surfaee U = (et de möme F' = 
est requation tangentielle de la surfaee U' = 0). Les deux equations 6 = 0, 
G' = 0, qui ont des coefficients formes d'apres une loi facile ä saisir se 
changent Tune dans Tautre, lorsqu'on echange entre elles les deux surfaces 
quadriques (7=0, 17' = 0. L'equation G' = (celle des deux dont il s^agira 
dans la suite) est Tequation tangentielle de la surfaee quadrique enveloppee 
par un plan Sx+riy + l^z + cotD^O qui coupe les surfaces 1/^=0, 17' = seien 
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des coniques S = 0, S' = lelles qu'il y ail sor la conique iS = uue in- 
finite de systemes de trois poiots conjugues par rapporl a la conique 8' == 0. 

En snpposant a present que Tequation 17' = est celle d'nn cöne, on 
peot dire qne G' =^0 est reqaation tangentielle de la surface quadrique enve- 
loppee par un plan qui coupe la surface {7=0 selon une conique S = 
teile que par cette conique ei par le sommet du cöne U' =^0 on puisse faire 
passor une infinite de systemes de trois droites conjuguees par rapport au 
cöne U' ==" 0. On peut presenter le theoreme sous une autre forme ; en faisant 
passer par le sommet du cöne 17' = trois droites conjuguees par rapport 
a ce cöne, et en choississant a volonte Tun des deux points de rencontre de 
chacune des droites avec la surface 17=0, on obtient trois points qui dö- 
terminent un plan; en consid^rant tous les systemes des trois droites con- 
juguees, on a pour chaque Systeme un plan, et Tenveloppe de ces plans 
n'est autre chose que la surface quadrique G' = 0. 

Je suppose que le sommet du cöne (7' = seit situe sur la surface 
(^s=0, et je dis que 1« surface 6' = se reduira a un Systeme de deux 
points, i sayoir le sommet du cöne 17' = et un autre point. Pour de- 
montrer cela, on petit prendre pour coordonn^s du sommet a:==0, 9 = 0, 9=:0; 
les deux iquations seront alors 

ü = (a, 6, c, 0, /; g, h, l, m, n){x, y, «, iof = 0, 
IT = {a\ 6', c', 0, f\g',h\ 0, 0, 0) {x, y, z, wf = 0, 
(ou, ce qui est la möme chose, U' = (a',b',c'yf'yg'yh')(x,y,z)^^0) et 
en substituant ces valeurs on voit sans peine que les coefficieuts de x*^ g^, i\ 
x^yZXyXg dans la fonction 6' se r^duiront a zero, et que requation Cr's=0 
aura la forme 

G' = {0,0,0,Z),0,0,0,4ilf,iV)(|,i?,?,a>)^ = 0, 
c'est i dire nous aurons 

G' = cii(Z)a)+2L|+2ifi;+2iV^) = 
eqnation qui represente en effet le point €0 = (ou ce qui est la möme chose 
le point 05 = 0, y = 0, « = 0) et un autre point Doi + 2L|+2ifi74-2iV^ = 0, 
on ee qui est la möme chose le point x : y : « : lo = 2L : 2M :2N: D. 

Dans le cas actuel chacune des trois droites rencontre 1« surface 
U=0 dans le sommet et de plus dans un seul point, et en prenant ce demier 
point pour point de renc<mtre de la droite avec la surface U^O le plan 
menö par les trois points ne passe pas par le sommet; ce plan passe donc 
par le point x:g:9:w^2L: 2M :2N: D, et on a ainsi 

Jovrnal Ar Matheaalik Bd. LXIV. Heft. 1. 23 
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Theoreme I. Fn faisant passer par un point donne de la surface 
quadriqne U^O Irois droiles conjuguees par rapport aa ctoe IT^O (qui a 
ce m^ine point pour sommet) le plan mene par les trois points de rencontre 
des droiles avec la surface 1/^ = passe toujours (quel qne soit le Systeme 
des trois droiles conjuguees) par un point fixe. 

J'ajoule que lorsque les equations U=^0^ V ^0 ont la forme speciale, 
qui leur a ete donnee en dernier lieu, les coordonnes du point seronl 
x:ii:i:w^2L: 2M :2N: D, et il convient de remarquer que ces valeurs 
L, My Ny D sont des fonctions quadriques par rapport aux coefBcients {a', . . .) 
du cöne l/' == 0. 

Au Heu d'un cdne donn^ U'^0^ considerons le Systeme entier des 
cdnes XP+inQ+yR^O. oü P = 0, () = 0, Ä=:0 sont des cönes donnes 
ayant leur sommet commun dans le point (x = 0,jrsO,ft^O) de la*surface 
et X, fXy V coefBcients arbitraires, qui n'est autre chose que celui des cönes 
en involution ayec les cönes donnes P = 0, ^«=0, A^O. A chaque Sy- 
steme des coefBcients k, fi, r correspond un point fixe, et en conservant 
pour ses coordonn^es la notation anterieure x:y :si:w^2L:2M:2N:D, 
les quantiles L, M, N, D sont des fonctions quadriques des qnantiles arbi- 
traires A^^^i'. Le lien du point dont il s*agit sera evidemmenl une surface^, 
et on demontre sans peine qqe cette surface, est du qnatriime ordre. Car 
pour trouver en eombien de points la surface est rencontree par une droite 
quelconque il faut combiner avec les equations x: y:z:w^2L: 2M : 2JV : D 
les equations de la droite dont il s'agit, c'est-a dire deux equations lineaires 
en X, y, %j w; cela donne deux ^ations linöaires en L, M, N, D^ ou 
quadriques en (A^/i/^i^). On a ainsi qualre systemes de valeurs de (A^^^i^); 
et a chaque Systeme correspond un seul point (x^y^s^ir), il y a par con- 
sequent quatre points d'intersection , et la surface est du quatrieme ordre. 
Nous avons donc 

Theoreme II. En considerant au lieu du cöne V = le Systeme entier 
des cönes XP+ iaQ -^-vR ^ en involution avec les cönes PsO, 0=^0, R^O 
qui ont leur sommet commun dans un point de la surface U^O^ le lieu du 
point fixe du thioreme L est une surface du quatrieme ordre. 

Cette surface du quatrieme ordre est la surface de Steiner, conslder^e 
demiirement par MM. Kummer, WeierstrasSy Schröter, et Cremona, 

Cambridge 2*~* Novembre 1864 




175 



lieber eine neue analytische Behandlungsweise 

der Brennpunkte. 

(Von Herrn Siebeck.) 



Xn seiner bekannten Abhandlung aber die Brennpunkte der Curven 
n**' Classe (Bd. 10 dieses Journals) ist Plücker zu einem Resultate gekommen, 
welches sich nach einigen Abänderungen kurz so ausdrücken lässl: ^Ist bei 
Annahme eines rechlwinkügAi Coordinatensystems F{Uy f>, w)^Q die Glei- 
chung einer Curve «*" Classe (wobei vorausgesetzt wird, dass die Punkt- 
und die Liniencoordinaten durch die Gleichung x«i+^«^ + t^=0 mit einander 

verbunden sind), so giebt die Gleichung F(~l, — i, x+yt) = 0, wo 1=)^— 1, 
die Brennpunkte der Curve."^ Es gewährt aber besondere Vorlheile, wenn 
man hier, was wie es scheint noch nirgends geschehen ist, /'(-^l? —^ ^+j(0 
als Function einer Variabein 2=:x + yt d. h. als monogene Function- betrach- 
tet, denn die Theorie der Brennpunkte algebraischer Cnrcen fällt dadurch 
lediglich der Algebra binärer Formen anheim. So ergiebt sich z. B. aus der 
Zerlegung von F(— l,^i, «) in n Factoren, da mit der Gleichung 

{x+yi—ai-ß^i)(x + yi'-a:,'-ß2i)...{x+yi—a,-'ßj) r= 
zugleich die nachfolgende gilt 

indem man einen beliebigen Factor der einen dieser beiden Gleichungen zu- 
gleich mit einem beliebigen Factor der andern = setzt (was auf n' ver- 
schiedene Arten geschehen kanu)^ nicht aliein, dass es, wie Plücker gezeigt 
bat, im Ganzen n^ Brennpunkte giebt, sondern auch dass unter diesen n reell 
(mit den Coordinaten a^^ /9,, a^, ß^ etc.) uud n{n—l) imaginär sind und dass 
von den letzteren je zwei einander so zugeordnet sind, dass sie in der Nor- 
malen liegen, welche man auf der Verbindungslinie zweier reeller Brenn- 
punkte im Mittelpunkte errichten kann. Da somit die imaginären Brennpunkte 
darch die reellen vollständig bestimmt sind, so wollen wir in dem Nach- 
folgenden nur die reellen Brennpunkte betrachten. 

Es ergiebt sich ferner auf diese Weise, dass — ^^— ^f '— = die 

Gleichung der n—i Brennpunkte der l'^*" Polaren der unendlich entfernten 

23» 
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Geraden ist, ebenso ^"t — ^*^ Gleichung für die ii-~2 Brennpunkte 

der zweiten Polare etc., V^i — ^ = die Gleiciiung für den Brenn- 
punkt der (it— l)'*"* Polare d. h. ffir den Mittelpunkt der Curve. Auch er- 
sieht man sofort, dass zwischen diesen Brennpunktgruppen dieselbe Familien- 
zusammengehörigkeit Statt findet, wie zwischen den Curven, zu denen sie 
gehören, dass insbesondere durch die erste Gruppe, nimlich die Brennpunkte 

« 

der ursprfinglichen Curve, alle folgenden Gruppen vollständig bestimmt sind 
und von dieser ersten Gruppe in einer lediglich durch monogene Functionen 
ausgedrOckten Abhängigkeit stehen; dass der Mittelpunkt, welcher die letzte 
Gruppe bildet, der Schwerpunkt einer jeden von den übrigen Gruppen ist; 
ferner dass zwei Brennpunkte einer gegebenen Curve zusammenfallen, wenn 
die Discriminante von F(— 1, — t, z) verschwindet, etc. 

Um von dem Wesen dieser Methode einen deutlicheren Begriff zu 
geben, wollen wir sie zunflchst auf die Kegelschnitte anwenden. Dieselbe 
Gleichung, welche in der Theorie der Grundgebilde die Bedingung angiebt, 
unter welcher vier in gerader Linie liegende Punkte harmonisch sind, ist bei 
Anwendung des PunktealcSls mit complexen Zahlen der Ausdruck dafür, dass 
vier in einer Ebene liegende Punkte in einem Kreise liegen und harmonische 
Punkte dieses Kreises sind (sie enthalt nflmlich zwei Bestimmungen, wie jede 
Gleichung zwischen complexen Zahlen). Nun ist aber, wenn zwei binfire 
Formen zweiler Ordnung «^4-264+0 = und aV+26'« + c' = gegeben 
sind, das Verschwinden der Invariante ac'+a'c— 266' die Bedingung dafQr, 
dass die durch jene beiden Formen dargestellten Punktpaare harmonisch liegen. 
Dieselbe Invariante wird also, wenn wir unter a, b, c, 9 etc. complexe Zahlen 
verstehen, durch ihr Verschwinden anzeigen, dass die beiden Punktpaare har- 
monische Punkte eines Kreises sind. Für zwei Kegelschnitte ani^^+assV^+ajatD' 
+ 2023^10 +2oi3 MIO + 2an «e ^ und 6||M^+6ne*+ etc. 3= sind aber die 
Brennpunkte durch die Gleichungen 

aj3Ä'-2(ai3+»230*+«H-«»+2aia* = 0, 
633z'-2(6,3+6,30«+6n-.6«+26nf = 

bestimmt. Das Verschwinden der obigen Invariante giebt daher die beiden 
Gleichungen 

033611 + 011633—211,3613 = 033623+03^633—20236239 

öm6|3 +012633—0^3 613—0136» = 0. 



N 
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Hfllt man dieses Resultat zasammen mit der bekannten Gleichung fär 
denjenigen Kegelschnitt, von dessen Punliten aus nur harmonische Tangenten 
an die beiden gegebenen Kegelschnitte gezogen werden könneii, und weicher 
u. A. auch durch die acht Beröhrungspunkte der gemeinsamen Tangenten 
derselben geht, so sieht man sogleich, dass dieser Kegelschnitt, wenn jene 
beiden Bedingungsgleichungen Statt finden, in einen Kreis übergehen muss. 
Wir erhalten somit den Satz: Sind die beiden Brenupunktspaare zweier Kegel- 
schnitte harmonische Punkte eines Kreises, so liegen die acht Berfihrungs- 
punkte der vier gemeinsamen Tangenten beider Kegelschnitte ebenfalls in 
einem Kreise. 

Zu noch iQterressanteren Resultaten fährt der bekannte Satz, nach 
welchem drei binflre Formen 2'^" Grades f, (p, ^ drei in Involution stehende 
Pnnktpaare geben, wenn yj=^lf-\'ij^ (wo k und .a constant) und die Doppel- 
pnnkte der Involution durch die Hessesche Covariante zweier beliebiger dieser 
drei Formen dargestellt werden. Sind nfimlich f{u, «^ to), (p{u, e, ir), tp(Uy e, tc) 
drei beliebige Kegelschnitte, welche jedoch der Bedingung lf+fi(p^tp ge- 
nSgen und folglich dieselben vier Geraden berfihren, so erhalten wir, da 
anderntheils /"(— 1, — t, ») = 0, y (— 1, — «, ä) = 0, v(— 1^ —•> «) =0 die Glei- 
chungen fflr die Brennpunle derselben sind, sofort den Satz: Ist ein System 
9an Kegebchmtten einem und demselben Vierseit einbeschrieben, so stehen die 
Brennpunktpaare derselben in Kreisinvolution, d. h. es giebt in der Ebene 
ein festes Punktpaar, welches mit jedem Brennpunktpaare des Systems vier 
harmoniscke Punkte eine^ Kreisen bildet. Dieses feste Punktpaar besteht 
nflmlich aus den Doppelpunkten der Kreisinvolution und Ifisst sich mit Hälfe 
der Hessenehen Covariante leicht bestimmen. 

Vorstehende Bemerkungen mögen genügen, um den Staudpunkt anzu- 
deuten, von welchem aus der Verfasser zu den nachstehenden Sfitzen gelangt 
ist, deren Entwickelung, da sie in analytischer Beziehung nichts besonders 
Bemerkenswerthes darbieten würde, weggelassen worden ist. 

I. Lehrsätze über die Curven der Brennpunkte eines Systems von Kegel- 
schnitten, welche demselben Vierseit einbeschrieben sind. 

1) Fallen saoei conjugirte Punkte einer Curve dritter Ordnung in die 
beiden mnendßch entfernten imaginären Kreispunkte, so lassen sich unendlich 
eiele Yierseile eon der Beschaffenheit construiren, dass jene Cftrre die Curve 
der Brennpunkte aller Kegdscknitte ist, welche einem beliebigen dieser Yier^ 
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eeite embeschrieben sind. Sind nfimlich F| und Fa, Gi und G2 zwei beliebige 
Punktpaare der Cnrve, welche einander nach demjenigen der drei Beziehungs- 
Systeme conjngirt sind, nach welchem die beiden nnendlich entfernten imagi«* 
nSren Kreispunkte einander entsprechen, so erhflit man eines jener Vierseite, 
wenn man zwei beliebige Kegelschnitte construirt, welche resp. Fi und F,, 
Oi und 62 zu Brennpunkten haben, und die vier gemeinsamen Tangenten 
dieser Kegelschnitte zieht. Diese Tangenten bilden Bfimlich ein solches Vier- 
seit und fOr jeden demselben Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt liegen 
die beiden Brennpunkte auf der Curve und sind conjugirte Punkte desselben. 

2) Da jede Curve dritter Ordnung so projicirt werden kann, d^ss zwei 
conjugirte Punkte in die beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte 
fallen, so kann sie auch als Projection einer Brennpunktcurve betrachtet 
werden. Die rein projectivischen Eigenschaften der Brennpunktcurveo sind 
also allgemeine Eigenschaften aller Curven dritter Ordnung. 

3) Entsprechen einander zwei conjugirte Punkte einer Brenpunklcurve 
nach demselben System, nach welchem die beiden unendlich entfernten imar 
ginftren Kreispunkte conjugirt sind, so können sie immer als conjugirte Pole 
in Bezug auf drei feste gleichseitige Hyperbeln betrachtet werden; und um- 
gekehrt: der Ort der gemeinsamen conjugirten Pole dreier gleichseitiger Hy- 
perbeln ist immer eine Brennpunktcurve (folgt einfach daraus, dass die beiden 
unendlich entfernten imaginfiren Kreispunkte conjugirte Pole fCtr alle gleich- 
seitigen Hyperbeln sind). 

4) Zieht man von einem Punkte einer Brennpunktcurve vier Tangenten 
an dieselbe und verbindet man die Berührungspunkte durch sechs gerade 
Linien, so stehen in dem so entstandenen vollständigen Viereck zwei gegen- 
Aberstehende Seiten auf einander normal, nämlich diejenigen, durch welche 
je zwei zusammengehörige Brennpunkte mit einander verbunden werden. 

4) Die Curve der Brennpunkte eines Systems von Kegelschnitten, 
. welche demselben Vierseit einbeschrieben sind, ist volbtändig bestimmt durch 
die Gerade L, in welcher die Mittelpunkte der Kegelschnitte liegen und durch 
die beiden im Eingange erwähnten Doppelpunkte der Kreisinvolution / und 
J', und lässt sich aus diesen Elementen leicht conslruiren. Itfan nehme nämlich 
auf L einen beliebigen Punkt M an, halbire den Winkel JMJ' und trage auf 
der Halbirungslinie von M aus nach entgegengesetzten Richtungen AbschniUe 
MF und MF' auf, welche gleich der mittleren Proportionale der Strecken 
MJ und MJ' sind, so sind F und F' zwei conjugirte Punkte der Curve. Ab 



Sieb eck, über eine neue analytische Behandlungsweiie der Bretmjmnkie* 179 

specieller Fall ist hier derjenige zu bemerken, in welchem L durch einen der 
Pmkte J und /' geht. Die Brennpnnklcurve hat dann eiiien Doppelpunkt, in- 
dem nfimlich in J oder J' zwei coflJQgirte Punkte vereinigt sind; so dass sich 
also in dem System der Kegelschnitte ein Kreüs befindet. 
BeilCnfig werde bemerkt, dass 

die Gleichung der Curve ist für ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen 
X-Achse die Verbindungslinie von J und J' und dessen Mittelpunkt die Mitte 
von JJ' ist, wobei zugleich angenommen ist, dass die Abscissen von J und 
y =±1 und dass ctx-\-ßy+y = Ö die Gleichung von L ist. Ferner hat man 

wo 

y = ax^ + Sßx''y-Saxy''-ßy'-3aX'-3(3y-2r, 

also ein in Bezug auf a, ß^ y linearer Ausdruck ist. FSr die Invarianten 5 
und T hat man die einfachen Ausdräcke 

Auch ist 

Ö) Das Product der Entfernungen des Centrums der Kreisinvolulion 
(welches zugleich der Brennpunkt der dem Kegelschnittsyslem zugehörigen 
Parabel ist) von zwei conjugirten Brennpunkten ist conslant, nfimlich gleich 
dem Quadrat der Entfernung der Punkte J und J' von diesem Centrum ; auch 
bilden die Verbindungslinien dieses Cenlrums mit zwei conjugirten Punkten 
gleiche Winkel mit der Verbindungslinie der Punkte / und J'. Allgemeiner 
ist folgender Salz: 

Sind F| und F,, Gi und 62, Hg und //^ drei Paar conjugirter Brenn- 
punkte, so ist nur 

und ausserdem die Winkelsumme 

G,H,Ft^G2H,F2= 0. 

6) Die Enveloppe der Achsen eines Systems von Kegelschnitten, welche 
demselben Vierseit einbeschrieben sind, ist eine Curve dritter Classe, von 
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welcher zwei Brennpunkte mit den Doppelpunkten der mehrfach erwShnlan 
Kreisinvolution zusammenfallen. Der dritte Brennpunkt ist derjenige unendlich 
entfernte Punkt, welcher in einer zur Geraden der Mittelpunkte normalen 
Richtung liegt. Je zwei nicht zu ein und demselben Kegelschnitt gehörige 
Achsen, welche auf einander normal stehen, sind conjugirle Tangenten der 
Curve und zwar bilden die Durchschnittspunkte derselben mit der Geraden 
der Kegelschnitimittelpunkte eine Involution. Die Gleichung der Curve ist 

IL Eioige allgemeine Eigenschaften der Brennpunkte algebraischer CurreD. 

1) Es giebt in der Ebene einer Curve n***' Classe immer n feste reelle 
Punkte von der Beschaffenheit, dass, wenn man einen beliebigen Punkt der 
Ebene mit diesen Punkten verbindet, die Summe der Winkel, welche dieae 
n Verbindungslinien mit einer beliebigen festen Richtung bilden, sich von der 
Summe der Winkel, welche die n von aus an die Curve gelegten Tan- 
genten mit derselben Richtung bilden, nur um ein ganzes Vielfaches von n 
unterscheidet. Jene n festen Punkte sind die reellen Brennpunkte der Corvo 
M**' Classe. 

2) Denkt man sich von dem beliebigen Punkte ans n Tangenten 
an die Curve gelegt, welche in beliebiger Ordnung genommen L|, £t, . . . L. 
heissen mögen und ausserdem n einander parallele Tangenten von bdiebiger 
Richtung P| , P« , . . . P, , und ist Ak der Durchschnittspnnkt von £» vmi P^, so 
bleibt das Product OAi.OA^...OA^ bei verinderter Richtung der parallelen 
Tangenten eonstant und zwar ist es gleich dem Prodnct der Entfemmigen 
des Punktes von den n reellen Brennpunkten der Curve. 

3) Sind in einer Ebrae n beliebige Pnnkte Pi, Pt, ... P. gegeben, so giebt 

es immer eine Curve (m— 1)*^ Classe, welche die Z Verbindnagriiniea 

jener Punkte berührt und zwar so, dass die BerihrvBgapmkte siMBllich in 
die )littelpunkte der Linien fallen. Die «--1 reellen Brennponkle dieser 
Curve fallen zusammen mit den Brennpunkten der ersten Polaren der un- 
endlich entfernten Geraden in Bezug auf eine beliebige Cnrve m^ Classe, 
welche die Punkte Pi...P. zn Brennpnnkten bat. Ist s. B. « = 3, so giebt 
dies den Satz: Es giebt immer eine Ellipse, wdche die Seitoi eines ge- 
gebenen Dreiecks PiP^Pj in ihrer Hitte bertbrt und die Brennpunkte dieser 
Ellipse fallen zusammen mit den Brennpnnkten des von den sedis Asjaftolen 
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einer beliebigen Curve dritter Classe, welche Pi, P29 Py su Brennpunkten hat, 
berflhrlen Kegelschnitts. 

4) Bringt man die Gleichung der Brennpunkte F{—i^—i,z) = einer 
Curve n**' Classe auf die Form 

und setzt man Pk == Pkioosn/^ + isinnt) ^ so ersieht man sofort Folgendes: 

a) Es ist Ph dfis Product der Entfernungen des Anfangspunktes der Coor- 
dinaten von den n Brennpunkten der Curve; /».., hat dieselbe Be- 
deutung für die erste Polare der unendlich entfernten Geraden, p^^2 
dieselbe Bedeutung ffir die zweite Polare etc. 
6) n^ ist die Summe der Winkel, welche die n Verbindungslinien des 
Anfangspunktes der Coordinaten mit den n reellen Brennpunkten mit 
der X*Achse bilden, 77«_i hat dieselbe Bedeutung für die erste Polare 
der unendlich entfernten Geraden etc. 
Aus dieser Bemerkung in Verbindung mit den vorhergehenden Sflizen 
l&sst sich, indem man den Coordinatenanfangspunkt (Nullpunkt) der Ebene in 
den Mittelpunkt einer Curve dritter Classe und die Brennpunkte der conischen 
Polaren der unendlich entfernten Geraden nach +1 verlegt, in Folge der 
identischen Gleichung 

«^ — 3ä — 2 cos 3m = (ä — 2cosm)(»— 2cos(f» + -3-))(Ä--2cos(m---^)] 

und wenn man berücksichtigt, dass cos (x+ai) für ein reelles verfinderliches 
X Ausdruck einer Ellipse ist, folgende Construction der Brennpunkte einer 
beliebigen Curve drittel' Classe herleiten: 

Sei der Mittelpunkt der Curve dritter Classe, / und /' die Brenn- 
punkte des von den sechs Asymptoten der Curve berührten Kegelschnitts, so 
lege man an die Curve drei beliebige parallele Tangenten P^, P^^P^ und ziehe 
ausserdem von aus die Tangenten Li^L^^W'i sei nun Aj, der Durchschnitts- 
punkt von Lj, und P^, und a^ der Winkel, welchen OA^ mit Ol bildet, so 

beschreibe man mit einem Radius, welcher gleich ^ — ^~~~^ — ' *^*9 emen 
Kreis um und theile die Peripherie desselben in drei gleiche Theile, so 
jedoch, dass, wenn C|, C2, C3 die betreffenden Theilpunkte sind, für einen der- 
selben die Winkelgleichung 

Joarnai für Math^^niftCik Bd.LXIV. Heft 2. 24 
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Stau findet. Hierauf bestimme man die Punkte D|, Av ^3 so, dass D^ zu I, V 
und Ca vierter harmonischer Kreispunkt ist, ziehe die Linien C^Di^ CzD^^ C^D^^ 
deren Mittelpunkte Mi^M^^ M^ heissen mögen. Verlängert man dann die Strecken 
Oif|, OM^^ OMi um sich selbst Hber ifi , if2 , if, hinaus, wodurch man zu den 
Punkten F^^F^^ F^ gelangt, so sind letztere die Brennpunkte der Cunre dritter 
Classe. Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Linien OFi, OjP,, OF3 
den Flficheninhalt der Ellipse, welche durch F|,F2,F3 geht und zum Mittel- 
punkte hat, in drei gleiche Theile theilen. 

Liegnitz, 1864. 
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Note über die Evoluten sphärischer Curven« 

(Von Herrn Mehler zu Danzig.) 



JuYfei Systeme yon Normalen einer Raumcurve, welche zwei Evoluten 
derselben einhOUen, besitzen, wie sich leicht geometrisch nachweisen Ifisst, 
die Eigenschaß, dass irgend zwei entsprechende Normalen aus beiden Sy- 
stemen einen Winkel von constanter Grösse einschliessen. Dieser Satz ftthrt 
sogleich zn der Einsicht, dass die Evoluten jeder sphfirischen Curve sich wie 
die jeder ebenen ohne Hülfe von Quadraturen bestimmen lassen, da man 
weiss, dass Eine Evolute sich hier auf einen Punkt, den Kugelmittelpunkt, 
reducirt. — Es möge dieser Punkt als der Anrangspunkt eines rechtwinkligen 
Coordinatensyslems gewfihlt werden, und es seien x, y, s und S, ij, ^ die 
Coordinaten von zwei einander entsprechenden Punkten A und B auf der 
Evolvente und Evolute. Der Punkt B liegt bekanntlich auf der zu Ä ge- 
hörigen Pollinie der Evolvente, und diese geht durch den Mittelpunkt C der 
Kugel. Wir wollen diejenige Richtung derselben, welche mit den Coordinaten- 
axen Winkel bildet, deren Cosinus mit den Differenzen 

dy(p9—dzd^y = X, dzd^x—dx(p!s==Y, dxd^y—dyd^x=^Z 

bezflglich gleiche Vorzeichen haben, durch CR und den Winkel RCA durch 
ci> bezeichnen. Trfigt man nun in der Ebene RCA an den Kugelradius AC{a) 
einen Winkel CAS = X an, der constant bleibt^ wenn A auf der Evolvente 
fortrückt, so ist der Punkt B der Evolute der Durchschnitt der Geraden CR 
und AS, wenn w+k<C7i, und der ihrer Verlängerungen, wenn cü+il>7?. 
Aus dem Dreiecke ABC findet man in jedem Falle die Lftnge der Linie BC, 
und indem man ausserdem BC auf die Coordinatenaxen projicirt und dabei 
beachtet, dass die Cosinus der von CR mit den Axen gebildeten Winkel resp. 

^, ^-r^ 4-r sind, wenn Q^^asino) den Krümmungshalbmesser und ds 

das Bogenelement der Evolvente bezeichnet, so erhftlt man die Gleichungen 
der Evoluten in folgender Form: 

ids' fjds^ trf»' a' 



coti + cotw ' 



worin: 



ds = ydx''+ dy^+ dz\ ds". cot (o = xX+ y r+ zZ. 

24» 



184 Mehler, über die Evohiien sphärischer Curven. 

Bekanntlich ist fflr jede beliebige Raumcurve das Differential des Winkels, 
welchen ihre KrOmmungsebene mit der Tangente einer ihrer Evoluten bildet, 
gleich dem Winkel zweier unendlich nahen Krflmmnngsebenen. Die vor- 
stehenden Formeln zeigen, dass dieser Differentialausdruck, welcher fflr ebene 
Curven den Werth Null annimmt^ fflr sphärische Curven allgemein integrabel ist. 
Ich will als Beispiel zur Evolvente den sphfirischen Kegelschnitt nehmen: 

ar + r + * = a\ x* = — p— y*+ — ^r- »% 

dessen Projection auf die Ebene der y» eine Ellipse init den Hanptaxen 26 
und 2c ist. Dann findet man, wenn 



gesetzt wird: 



[a*x*- (g*- b*) (g*- 01^ cot A _ 



» a* X* 

5 =?= 



(o'-6')(a'-c') 1 + g' 

_ o'(6'-c») y* 

^ - b\a*-c*) 1+7' 

Die in dieser Note gegebenen Formeln habe ich zuerst mitgetheilt in 
der Abhandlung: lieber abwickelbare FIfichen und Curven doppelter Krflm- 
mung, im Programme der Realschule zu Fraustadt, Ostern 1861. 

Danzig, den 2. Oclober 1863. 
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lieber CurveDbüsebel, die sich gegenseitig berühren, 

(Von Herrn /. JV. Bi$ckoff in Zweibrücken.) 



JÜis seien 

(1.) f^-xr = 

und 

(2.) 9+ V = 

zwei CurvenbOschel m""' und n*^' Ordnung und 

(3.) V' = 

dio Bedingung dafflr, dass sich (l.J und (2.) berflhren. Vermöge (3.) werden 
die Curven beider Bflschel so aufeinander bezogen, dass jeder Curve aus (1.) 
m(m+2fi— 3) Curven aus (2.) und jeder Curve aus (2.) ii(»+2iii— 3) Cunren 
aus (1.) entsprechen. Demnach liegen die Durchschnittspunkte entsprechender 
Curvenpaare auf einer Curve von der 3mfi(ifi+«— 2)**" Ordnung. Diese Curve 
zerffillt aber 1 ") zweimal in die Curve T der Berflhrpunkte, 2^) in die Curve 
T, auf welcher die übrigen Schnittpunkte liegen. Die Curve T ist von der 
(2iii+2«— 3)**" Ordnung, gehl durch die m'4-»^ Grundpunkte beider Büschel 
(1.) und (2.), dann durch die {(m~l)-+(ii-.l)'+ 4 (m-1) (»-!)} Pole, deren 
gerade Polaren bezüglich der 4 Curven ^=0, /'' = 0, y = 0, y' = sich im 
nflmlichen Punkte kreuzen, ferner durch die 3(fii— 1)^ Doppelpunkte von 
ebensoviel Curven des Büschels (1.) und durch die 3(ii— 1)^ Doppelpunkte 
von ebensoviel Curven des Büschels (2.). Die Curve T ist von der 
{3iit«(i»+«-2)~2(2i»+2»~3}'"" Ordnung und hat jeden der m' Grund- 
punkte zum {ii(f3t + 2m~3) — 2}fachen und jeden der t^ Grundpunkte zum 
{iii(m-f-2»~3)-2}fachen Punkt. 

Jeder den Curven T und T gemeinschaftliche Punkt ist der Berühr- 
punkt zweier entsprechender Curven aus (1.) und (2.), die sich doppelt be- 
rühren, und jeder gemeinschaftliche Punkt, in welchem sich T und T berühren, 
ist Schmiegungspunkt zweier entsprechender Curven aus (1.) und (2.). Heisst 
also d die halbe Anzahl der einfachen Schnittpunkte von T und T, r die 
Anzahl der Berührpunkte dieser beiden Curven, so hat man: 

(2ifi+2ii-3){3iii»(iii+ii~2)-2(2i»+2it-3}} j 
-«'{iit(m+2ii~3)~2} j = 2d+2r. 

~m'{»(fi+2m-3)--2} ' 
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Nun ist 68 leicbt, die Zahl r za finden. Denn zwei sich oscolirende 
entsprechende Corven ans (1.) nnd (8.) berflhren in Ihrem Scbmiegoitgspiinkt 
zagleich dieCurve T. Man braucht also nur die Anzahl derCurven aus (1.) 
oder (2.) zu kennen, welche die Curve T berflhren. Die BerOhrpunkte dieser 
Curven ans (1.) liegen auf einer Curve 17 von der 2(ii+2m— 3)(2ii+2i»— 3)'" 
Ordnung; nun berOhrt aber U die Curve T in den m^ Grundpunkten des 
Büschels (1.) und geht durch die »^ Grundpunkte des Büschels (2.) ^ sowie 
durch die 3(ifi--l)^ Doppelpunkte der ebenso vielen Curven aus dem Büschel 
(1.). Folglich ist die Anzahl dieser Curven (1.)^ die T berflhren, oder die 
Zahl r: 

r = 2 (ii+2m-3) C2ii+2m-3) -2m'-n'~3 (W--1)' = 3{(m+») (m+ii--6)+^ 

flbereinstimmend mit der von Stemer im 49''''" Bd. dieses Journals Seite 6 
gegebenea Anzahl 

Fflr die Zahl d oder fOr die Anzahl der Paare sich entsprechender 
Curven, die sich doppelt berflhren, folgt nun: 

d ^ iiiii(2iiiH2ii'+5«»«-8w-9ii--ll)-6(mH»'-5m-5ii+4). 

Legt man in (1.) und (2.) dem l und k die Zahlen werthe Xi und ki bei und 
nimmt ili, &i als Coordinaten eines Punktes P der Ebene, so liefern die Ver- 
bindungslinien dieses Punktes P und der mn Schnittpunkte der beiden Curven 
^-hii/'ssO, (p+ki<p' = die mn durch J? gehenden Tangenten einer Curve K 
von der nm*^" Classe. So oft Ü^i, k^ der Gleichung (3.) genflgen, gehört der 
Punkt P der Curve K selbst an. Daher ist (3.) die Gleichung der ÜT in 
Coordinaten, also üf von der {m(m+2ii — 3)+ii(ii + 2m— 3)}**'" Ordnung. Die 
beiden unendlich entfernten Punkte der Achsen der l und k sind der eine 
ein ii(ii+2m— 3), der andere ein m(iii+2«— 3)facher Punkt der Curve 
K, welche die obengenannte Anzahl d von weiteren Doppelpunkten und 
ausser der obengenannten Anzahl r von Rückkehrpunkten noch weitere 
{«(m— 1)4-«(«— l) + (w— 1)(«— 1)} Rflckkehrpunkte hat, deren jeder zwei ent- 
sprechenden, nicht eigentlich osculirenden Curven aus (1.) und (2.) angehört 
oder besser entspricht. 

Mflnchen, den 29. Februar 1864. 
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Bemerkung zu ^^Hesse, Zerlegung der Bedingung 
für die Gleichheit der Hauptaxen eines auf einer 
Oberfläche zweiter Ordnung liegenden Kegel- 
schnittes in die Summe von Quadraten.^^ 

C B<i« 60, p. 305.) 



(Von Herrn Henrid za Kiel.) 



(!•) 



= 0, 



XB der Abhandlimg, welche die Ueberschrift nennt, giebt Herr Heue 
flir die Discriminante (^i— ^)^ der in il quadratischen Gleichung 

a b c 

wo a^i^^ajitf und (^+b^+e^ = i^ verschiedene Darstellungen als Summe von 
10, 7, 6 und 5 Quadraten, indem derselbe die Ansicht ausspricht, dass eine 
directe Zerlegung in zwei Quadrate wegen der Complidrtheit der Coeffidenten 
von l, wenn nicht ganz unmöglich, so doch unansfflbrbar wird. Lfisst man 
Jedoch als Wurzeln der Quadrate gebrochene Functionen von a, b^ c zu, so 
kann man leicht auch Zerlegungen in 2 Quadrate angeben. 

Man erhalt eine solche Darstellung von (Ai — il|)' sofort, wenn man die 
Gleichung (1.) auf die Form 

bringt; denn dann wird 

(Ai-^)' = {en-enT+^e]2. 
Diese Umformung von (1.) in (2.) lfisst sich in folgender Weise ausfuhren. 
Da zwischen den a^ b, c die Gleichung 0^+6'+^^ ==1 besteht, kann man 
6 Grössen a^, /9i, yi\ a^, /^s, ^2 80 wfihlen, dass dieselben mit a, b^ c ver- 
bunden die CoefGcienten einer orthogonalen Substitution bilden, also den Glei- 
chungen 

I t^l+ßl+fi = 1, (tl+ßi+rl = 1, a'+b'+e' = 1, 



(2.) 



= 



(3.) 
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genflgen. Man bilde sodann die Determinanten 



J = 
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nnd multiplicire R zweimal nacheinander mit J. Setzt man hierbei 

912 = y»i = i { «1 y' («2) +/5i y' CA) +yi y' (y2) }<, 11.8. w. 



so wird 



J.R = 



49)'(«0 iy'(/?0 i9'(y.) 

Wi<h) wm Wir^) 

in*/ K%>I 1 

a 6 e 



iy'Ca) iy'(6) iy'(c) 
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oder, da J die Determinante einer orthogonalen Substitution, also ^/'=l ist, 



Ä = - 



9^21 9^22 



Snbstituirt man hierin Ouo— A^ tfu— ^^ ^^^ für Ouo, an, 022, so geht R in die 
linke Seite der Gleichung (1.) Aber und aus ^u, ^n, 9» wird unter Beachtung 
der Gleichungen (3.) (pn--^, 912, 9>22— ^* Es folgt somit die in l identische 
Gleichung 

ah e 



<p2i 922—^ 
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welche die gesuchte Umformung enthält. Die Discrlminanle der Gleichung (1.) 
wird also 

Um die 6 hier eingeführten Grössen a, ß, y zu bestimmen^ sind die 
Gleichungen (3.) aufzulösen. Da aber nur 5 derselben die 6 gesuchten Grössen 
enthalten, so w^erden letztere als Functionen der a^ b, c und einer willkär- 
liehen Grösse erscheinen. Nun drückt Euler (Nov. Comm. Petrop. XV, p. 101) 
die Coefficienten einer ternarcn orthogonalen Substitution in folgender Weise 
durch drei unabhängige Grössen Ä^ u^ v aus: 

A4, = 1 + r - /i' ~ v\ ÄÄo --= 2 (i/i.+ v\ ACo = 2 ( Ai/ - /O^ 

A^ = 2(i^a-v), Aß,= l+/x^^v^^A^ AC, = 2(ui/ + A), 

A^lj = 2 {i.y + .u), AÄ2 --= 2 (^v - i), hC^ = 1 + y^ - A^ ^^^), 

A = \J^x^j^ fi^J^v\ 

Bestimmt man also zwei von den Grössen Xy u, v so, dass drei in 
einer Horizontalreihe stehende Coefficienten die gegebenen Werthe a^ by c 
annehmen und setzt die Coefficienten in den beiden anderen Reihen ent- 
sprechend gleich cf|, /?,, Y^\ «j, /?2, y?? so erhält man drei verschiedene 
Werthsysteme für die letzten Grössen, jenachdem man den A^ B, C aus der 
ersten, zweiten oder dritten Reihe die Werthe a^ by c beilegt. Das erste 
dieser Systeme, welches man erhält, wenn man //^ r so bestimmt, dass A^i^^a, 
Bo = by Co = c wird, und -4| = «i , ^2 = «2 u. s. w. setzt, wird 

welche Werthe jetzt für jedes X den Gleichungen (3.) genügen. Aus diesem 
System gehen die beiden anderen hervor, wenn man «^ ß, y; a, 6, c; l, /tty 
V cyclisch verlauscht. Setzt man die Werthe (6.) in (4.) ein, so kommt: 

^11-^22- Qi_^xy(i\ + ay ' ^''^ (l + >t»)'(1 + a)' ' 

wo Pa und Pa von l unabhängige Functionen der a^ b, c sind, nämlich 

Joarual fttr Mathematik Bd. LXIK Ueft 2. 25 
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■ -f-2auftc + 2a2,,c(l+o;.+2ö,„6J+a)}. 

Man sieht hicrniis, dass die \viHkurlicheii Grössen in den n^ /i, y anf 
die Bedingungen (fii-'(f22 = 0. (f^. = 0^ unter welchen (1.) gleiche Wurzeln 
hat, gar keinen Einfluss ausüben, dass vielmehr beide Ausdrücke unabhängig 
von l gleichzeitig mit P„ und Q , zu Null werden. Da nun nur die letzteren 
Grössen von Interesse sind, so kann mau in den a, ß^ y die willkürliche 
Grösse von vorn herein verschwinden lassen und dann nehmen die oben er- 
wähnten drei Systeme folgende einfache AVerthc an 



(8-.) 



(8*0 



(8'.j 



,j — 6c 1 + a — c* 

«,= -C, ft= j^ , y,= _-p^ 

1 + 6 — a'/j — ca 

"^"- 1 + 6 ' ^^'"^ ""^^ J'^'" 1 + 6^ 

1 1 + c — a* ^ — a6 

— rti ^3 1 + c — 6^ , 



von denen das erste aus (6.) fär il = folgt, wrihrend die beiden anderen 
aas ihm durch cyclische Vertauscbung von a, b, c und a, ß, y sich ergeben. 
Ihnen entsprechen die drei Darstellungen 

worin P^, Qi, uud P<,, Q^ übrigens auch durch cyclische Vertauschung von 
a, b, c und den Indices 0, 1, 2 der a«; aus Pg, Qa hervorgehen. Dui^di 



. j 
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Einsetzen in (4.) erhatten wir hieraus endlich 

wodurch drei verschiedene Zerlegungen der Discriminante in 2 Onadrato ge- 
geben sind. Die Wurzeln dieser Quadrate sind aber gebrochene Fuuctfoiien 
der a^ b, c, sie sind ferner nicht honvogcn und vollstfindig unsym^ijetrisch. 
In Bezug auf die Symmetrie bemerke ich, dass die Gleichung (l.j die Eigen- 
schaft besitzt, durch cyclische Verlauschung von a^ b^ c und der Indiöes 0, 
1^ 2 der a^x ungeflndert zu bleiben, eine EigenschaFi, welche daher auch ihrer 
Discriminante zukommen muss. In unseren Darstellungen ist dies jedoch in 
der Form nicht gewahrt, es bilden vielmehr erst die drei Ausdrücke in (9.) 
zusammen ein System, dessen Form bei der obigen Yertauschung ungeftnderl 
bleibt. Die Zerlegungen in 10, 7 und 6 Quadrate, welche Herr Hesse giebt, 
haben dagegen diese Eigenschaft bewahrt, indem dieselben bis auf ein Quadrat 
in den beiden ersten dieser EnlwickelMugen aus Systemen von je drei Qua- 
draten zusammengesetzt sind, welche eben wie die drei Ausdrücke in (9.) 
durch die angegebene cyclische Verlauschung in einander fibergehen. 

Es halt nicht schwer von den Wurzeln der Quadrate in (9.) zu denen 
In den Hesseschen Enlwickelungen fiberzugehen. Sucht man ufimlich solche 

lineare Functionen von ^. " v, und ., ;° ., , in denen die Nenner wegfallen, 

0+ay (l + ö) ' ® 

80 bieten sich aus (7.) sofort 

fii\\ R bcPa-(b'^c^Qa ^ aPa+2b cRa 

(10.) Ha = ^^^5 , &., = (1+ay 

and entsprechend R(,, R,^ Sf,, S^.. Ihre Eiit Wickelung giebt die einfachen 
Ausdrficke 

[Sä = b[an{c'-a')+an{a'+b')^a,J^h'+c'j] A^2a^,a(b'+c')^2anC{a'+b'% 

Dies sind bis auf das Vorzeichen gena^i die Ausdrficke, ana deren 
Quadraten die Zerlegung [47] besteht, (wobei <;irh wie im Folgenden die in 
[ ] citirten Nummern auf die Abhandlung des Herrn Hesse beziehen); denn 
die Entwichelung der Function [45] zeigt, dass 
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Um auch die Wurzeln der zehn Quadrate in [21] durch die R und S 
auszudrücken^ hat mau nur zu beachten, dass dieselben, wie aus [19] und [45] 
folgt, mit den obigen a^Xfi durch die in x, y, ss identische Gleichung 

zusammenhängen, wo die Summen Aber alle ganzen Zahlen auszudehnen sind, 
für welche a,j+a4 + of2 = 3, ai+ai+«i = 2 ist. Man hat also 

«in = — öÄa — bSi, — cSc, 
(13.) \am~—cR„-^aSt, ö2,ü = — iÄ«— «S,., 
«120 == — ^Rb "- ^Scy 0021 = — cRt — bS„ , 
öon = ^bRc—cSa, Owu = — aÄ<.— cSft, 

Nun bestehen zwischen den Grössen a«;^ oder den ihnen proportionalen 
Grössen A^i^ des Herrn Hesse einige Relationen, welche uns Relationen 
zwischen den R und S geben. Aus der Gleichung ^2or.+-4(«„+An = wird 

(14.) R^+R,+R^ = 
und die Gleichungen 

^lw4'-^im+3-43ljli = 0, A,2J+-421ü4"3-4«J0 = 0, ^42(j| 4" -^U2l + 3-^W3 = 

{Hesse^ Anal. Geom. d. R. p. 217) liefern unter Beachtung von (14.) 

f2aR,+cSf,+bS, = 0, 

(15.) hbR^+aS.+cSa = 0, 

{2cRc+bS„+aSb = 0. 

Diese vier Gleichungen (14.) und (15.), welche man auch leicht aus 
den Formeln (11.) verificirt, genfigen, um alle sechs Grössen R und S durch 
zwei von ihnen auszudrucken, und zeigen, dass alle verschwinden, wenn 
twei =0 werden. Für die letzteren wird man am einfachsten zwei corie- 
spondirende R und S nehmen, z. B. Ra und S„. Wollte man, um die Be- 
dingungen zu erhalten, unter welchen (1.) gleiche Wurzeln hat, zwei sym- 
metrische Functionen der R und S wfihlen, welche bei der cyclischen Ver- 
tauschung von a, by c und der Indices 0, 1, 2 der a^i ungeändert bleiben, 
so würde man sehr viel complicirtere Gleichungen erhalten, als wenn man zwei 
der Ausdrücke (11.) verschwinden lasst. 

Berlin, Oclober 1864. 
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Heber die Bestimmung der Gestalt einer krummen 
Oberflftche durch lokale Messungen auf derselben. 

(Von Herrn JE. B. Christo fei in Zürich.) 



JLhe bisherigen Unlersuchnngen Aber die Gestalt der Erde gehen 
sämmtlich von der durch hydrostatische Grflnde nahegelegten Voraussetzung 
ans, dass dieselbe bis auf geringe und nur znfAllige Abweichungen ein SphS- 
roid ist^ welches seine Drehungsaxe mit der Erde gemein hat. Dieses 
SphSroid, welches man zum Unterschiede von der wirklichen die wahre Ober- 
flfiche der Erde nennt, wird dadurch bestimmt, dass die auf der erstem wirk- 
lich ausgefahrten Gradmessungen durch möglichst wenig beträchtliche Ab- 
änderungen der Beobachtungsresultate mit den auf der letztern ihnen ent- 
sprechenden in genaue Uebereinstimmung gebracht werden. 

Das in Rede stehende Problem ISsst sich indessen auch noch von 
einem zweiten Gesichtspunkte aus behandeln, welcher von jeder willkürlichen, 
wenn auch noch so annehmbaren Voraussetzung über die zu ermittelnde Ge- 
stalt der Erde unabhängig ist, und aus diesem Grunde zur Entscheidung über 
die Zulässigkeit einer solchen Voraussetzung führen könnte. 

Es versteht sich von selbst, dass auch bei dieser Untersuchung das 
Studium spezieller Terrains von der Bestimmung der ErdoberflSche im All- 
gemeinen getrennt werden muss. Aus diesem Grunde wird es keine will- 
kürliche Voraussetzung in sich schliessen, wenn man als die zu bestimmende 
Gestalt der Erde, mit Berücksichtigung unserer vorlfiufigen Kenntniss von 
ihrer allgemeinen Wölbung diejenige allenthalben gewölbte und stetig ge- 
krümmte Oberflfiche E bezeichnet, welche mit der wirklichen ErdoberflSche 
nach Beseitigung ihrer lokalen Hebungen und Senkungen vollständig zusammen- 
fällt. Es muss hinzugefügt werden, dass die in der letzten Bedingung liegende 
Unbestimmtheit wegen der relativen Geringfügigkeit der zu beseitigenden Un- 
ebenheiten als thatsächlich gar nicht vorhanden betrachtet werden kann. 

Zur Orientirung über die Lage eines Punktes m auf der Oberfläche 
E sind die an die tägliche Bewegung der Himmelskugel geknüpften sphä- 
rischen Coordinaten desselben im vorliegenden Falle nicht geeignet, weil sie 
von der Beschaffenheit der Fläche E in der Nähe des Punktes m unabhängig 
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sind, also auch fOr sich allein keinen Rfidcschluss auf dieselbe gestatten. Ich 
bediene mich aus diesem Grunde zur Bestimmung der Lage von m anf E 
der sphärischen Coordinaten eines Punktes, den ich das wahre Zenith der 
Flache E im Punkte m nenne, und versiehe hierunter denjenigen Punkt m 
der unendlich entfernten Himmelskugel, in welchem diese von der in m auf 
der zugänglichen Seite von E errichteten Normale geschnitten wird. 

Dies festgestellt, erhält man aus den folgenden Untersuchungen für 
den vorliegenden Fall den Satz: 

Wenn die Oberfläche E eines sich nicht ins Unendliche erstreckenden 
Körpers allenthalben gewölbt und stetig gebogen ist, ferner in keinem 
Punkte derselben: ein Hauptkrümmungshalbmesser unendlich gross oder 
unstetig ist, endlich für jedes wahre Zenith, unabhängig davon, welcher 
Punkt der Fläche ihm entsprechen mag, die Summe der in letzterem 
stattfindenden Hauptkrümmungshalbmesser gegeben ist, so ist die Fläche 
selbst und ihre Lage in der flimmelskugel völlig bestimmt, bis auf einen 
beliebigen mit ihr verbundenen Punkt, über dessen Ort im libsoluleii 
Räume noch verfügt werden kann. 
In Folge dieses Satzes kann die Gestalt der Fläche E mit jeder be- 
liebigen Genauigkeit bestimmt werden, wenn man im Stande ist, für eine ge- 
tafigende Anzahl von Punkten derselben, über deren gegenseitige Lage keine 
anderweitigen Angaben erforderlich sind, 1) die sphärischen Coordinaten ihres 
wahren Zeniths, und 2) die Summe der in ihnen stattfindenden Haoptkrüm- 
mungshalbmesser zu ermitteln. 

In der That kann man unter dieser Voraussetzung die Summe der 
beiden Hauptkrümmungshalbmesser als Function der Coordinaten des wahren 
Zeniths darstellen, wobei man nur darauf Rücksicht zu nehmen hat, dass der 
bei der Interpolation zu Grunde gelegte Ausdruck in keinem Zenith unendlich 
oder unstetig wird, und einer im art. VIII näher zu bezeichnenden Bedingtuig 
genügt. Durch den numerischen Verlauf dieser Function und die übrigen 
Bedingungen des Satzes ist aber die Fläche E völlig bestimmt. 

Es muss hier unerörtert bleiben, in wie weit sich diese Resultate zur 
wirklichen Ausführung eignen. Die Grundlage zu derselben ist in dem Satze 
zu suchen, dass ein stetig gekrümmtes, hinlänglich kleines Stück jeder be- 
liebigen Oberfläche als einer Fläche zweiten Grades angebörig betrachtet 
werden kann. Die letztere muss für jedes passend gewählte Stück T der 
zur Untersuchung vorgelegten Fläche durch Messungen von derselben Art 
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bestimmt werden^ wie man sie bisher zur Bestimmong des ganzen Erdsphäroids 
ausgeführt hat, und liefert dann für die Punkte des genauesten Anschlusses an 
Tdas wahre Zenith und die Summe der beiden Häuptkrümmungshalbmesser. 

1. 

Dem vorliegenden Zwecke gemäss beschränken wir die nachfolgenden 
Untersuchungen auf den Fall, wo die vorgelegte Fläche E sich weder ins 
Unendliche erstreckt, noch auf ihrer zugänglichen Seite in verschiedenen 
Punkten gleichgerichtete Normalen hat, noch in Zusammenhang, Biegung oder 
Krümmung irgendwo eine Unstetigkeit darbietet. Zur Vereinfachung schliessen 
wir überdies den Fall aus, wo ein Häuptkrümmungshalbmesser auf E unendlich 
groas wird; es mag indessen beiläufig bemerkt werden, dass sämmtliche Re- 
sultate gültig bleiben 9 wenn dieser Fall in einer begrenzten Anzahl von 
Punkten eintritt, sobald nur nicht das Producl aus einem Häuptkrümmungs- 
halbmesser und jeder Potenz der Entfernung von einem dieser Punkte, deren 
Exponent kleiner als 1 ist, in demselben unendlich wird (art. Vb. und VI). 

Die nächste Folgerung, welche wir aus diesen Einschränkungen ziehen, 
besteht darin, dass nicht bloss zu jedem Punkte m der Fläche E ein einziger 
Punkt m als wahres Zenith, sondern auch umgekehrt zu jedem wahren Zenith 
nur ein einziger Punkt der Fläche E gehört. 

Dies festgestellt, sei C der Nordpol der Himmelskugel^ A der Durch- 
schnitt des ersten Meridians mit dem durch C bestimmten Aequator^ B der 
von A aus auf letzteren um einen Quadraten östlich entfernte Punkt. In dem 
hierdurch gegebenen Coordinatensystem soll die nach Osten wachsende Länge 
von m durch (p, seine nach Norden wachsende Breite durch bezeichnet 
werden. 

Zur Bestimmung der Lage des entsprechenden Punktes m im Räume 
bediene ich mich rechtwinkliger Coordinaten x, y, z, welche in den durch 
die unendlich entfernten Punkte Aj B, C bestimmten Richtungen wachsen. 
Ueber ihren Anfangspunkt, der vorläufig nicht in Betracht kommt, kann erst 
später (art. VIU) verfügt werden. 

Nach dem, was oben festgestellt wurde, sind die rechtwinkligen Co- 
ordinaten von m durch die Länge und Breite von m vollständig bestimmt. 
Da ausserdem wegen des ununterbrochenen Zusammenhanges und der stetigen 
Biegung von E beide Punkte zugleich ihren Ort nach der Stetigkeit ändern, 
endlich nach der Voraussetzung kein Punkt m im Unendlichen liegt, so sind 

26* 
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Xj y und « einwerthige, endliche und Metige Fonctionen der Variabeln $ und 
(fy und letztere von einander unabhängig. 

Da aber 9 und $ nicht bloss die Lage von m, sondern auch die Rich- 
tung der Tangentialebene von E in diesem Punkte bestimmen, so sind sie 
rückwärts von den verschwindenden Aenderungen abufingig, welche x^ y und 
js durch eine unendlich kleine Ortsinderung des Punktes m auf JE erleiden. 
Aus diesem Grunde erlangen Xy ff und 9, wenn sie als Functionen von q> 
und dargestellt werden, bestimmte Eigenschaften, welche die Grundlage 
unserer Untersuchung bilden. 

n. 

Es seien dx, dff, d% die Zunahmen, welche die Coordinaten von m 
beim Uebergange lu einem auf E unendlich benachbarten Punkte mi eriangen 
Projixirt man das Linienelement mmt auf die Normale mm, und beseichnet 
die Winkel zwischen dieser und den Richtungen der wachsenden Coordinaten 
durch {vxA\ {vxB\ (mC), so folgt: 

dxcos{vxÄ)+dycos{mB)+dico%{mC) = 0; 
hier ist, weil (p und B die Lange und Breite von vx sind, 

cos(mil) = cos9>costf^ cos{vxB) == sin^cos^^ cos(mC) ^ sind« 
An Stelle von führe ich eine neue veränderliche Grösse ff mittelst dbr 

Gleichungen 

i S 

(1.) cosö = -^, sinÄ = -^ 

ein, wo C und S den hyperbolischen Cosinus und Sinus bedeuten, also 

(2.) C^ = — 2 ^ ^e^ 2 

ist. Damit also seine Werthe von --{n bis +i^ der Reihe nach erlange, 
muss ff die reellen Werüie von — 00 bis +c» durchlaufen. 
Daraus folgt 

(3.) cos(mA) = 2^, cos(mß) = 5l^, cosCmC)^^, 
wenn zur Abkürzung C und S statt C^ und S^ gesetzt wird, also weiter 



endlich 



(4.) 
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Da aber die Variabein q> und q von einander nnabhfinglg sind, also 
jede Aenderung der einen die andere und ihr Differential nngeAndert Itsit, 
so nias8 man gleiche Resultate erbalten, wenn man von den vorstehenden 
Gleichungen die erste nach (p^ die zweite nach q differentiirt. Multipllcirt man 
vorher mit S, und subtrahirt nach dem Differentüren die erste von der zwei- 
ten, so folgt 

Zu diesen Gleichungen kommen noch andere, welche sich aus der 
Untersuchung Ober die Krümmung von E ergeben. 

lU. 

Um bei der Bestimmung der Krfimmungshalbmesser von E jede Un- 
sicherheit in Bezug auf die Bedeutung der Zeidien anssuschliessen, zfthlen 
wir auf jeder Normale mm Abscissen R^ welche im Fusspunkte m Null sind, 
und in der Richtung nach dem Zenith m hin abnehmen, also auf der unzu- 
ginglichen Seite von E positiv werden. 

Bezeichnet man nun durch u, v^ w die rechtwinkligen Coordinaten 
eines der auf mm liegenden Krfimmnngsmittelpunkte von E, und durch R 
seine auf dieser Normale gezahlte Abscisse, also abgesehen vom Zeichen den 
ihm entsprechenden KrOmmungshalbmesser, so ist filr jedes Vorzeichen von R 

— — = cos(m-4), ^-jr- = cos(m5), — ^g— = cos(mC). 

Ertheilt man aber den Grössen if und (> verschwindende Aenderungen d(p 
und b^y welche so gewählt sind, dass m an dem zu R gehörigen Krfimmungs- 
kreise entlang rfickt, so bleiben u^ r^ %d und R ungeindert, und es folgt 

bx = Adcos(m^), djf = /ldcos(m J?), dz = jRdcos(mC). 

Von diesen drei Gleichungen, ebenso wie von den vorigen, folgt jedesmal 
eine aus den beiden andern. Führt man rechts die in (3.) gegebenen Werthe 
ein, so ergiebt sich 

-(«^-^)s»'+(«-^+t)«» - 0. 
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Von diesen Gleichungen dienen zwei zar Bestimmung von R und dem 
zugehörigen Werthe von -^« Eliminirt man den letztern, auf dessen Be- 
stimmung es hier nicht ankommt, so erhält man ohne Mflhe ans den beiden 
ersten Gleichungen mit Rflcksicht auf (4.) die folgende 

Bezeichnet man daher die beiden Hauptkrtimmungshalbmesser von E 
im Punkte m durch 72i und R^^ indem man diese Grössen negativ oder po* 
sitiv nimmt, jenachdem der zugehörige Krfimmungsmittelpunkt auf der zugäng- 
lichen oder der entgegengesetzten Seite von E liegt, so folgt: 

/fix 3» i / . dx dy\ , fi,4-fi, 

IV. 
Durch Auflösung der Gleichungen (4.), (5.) und (6.,) erhfilt man 



(8.) 



(9.) 



öx ds o d« ^ . 

-^ = -^Csiny— g^ScoSy ^siny, 

-^ = Ccosy — -T— SsmyH — ' ' * cosy^ 



und wenn man diese Werthe in (7.) einsetzt, oder auf anderem Wege, 
(10.) Ä,Ä,-(fl.+Ä,)C«-|L+(c^-|-)V(c»-|^y = 0. 

Bezeichnet man durch t die f'— 1, und setzt zur Abkörzung 

x+iy = i2, 

so lassen sich die Gleichungen (8.) und (9.) in die beiden folgenden zu- 
sammenziehen : 



Oberfiädte 



d'ii 



Durch Gleichselzung der beiden hieraus fbr ^-^ folgenden Ausdrflcke er- 
halt man, als Bedingung dafür, dass die Gleichungen (8.) und (9.) die voll- 
alflndigen Differentiale von x und y liefern, die Gleichung 

Sodann erhalt man 

oder wegen der vorigen Gleichung 

C dQ\^ C J^* dq>\^ 5 A 

Darch Trennung des Reellen vom Imaginfiren ergiebt sich endlich 
("•) -5^+ d^«- = '"ir-5^C«^sy--^;~-^(smy-^ 
(lU.) -5^+-^ = ^__(^siny-.i^;+^(cosy-^^ 

V. 

Die im vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen gewfihren das 
Htttel zur Lösung der Eingangs gestellten Aufgabe, die FIfiche E mit Rflck- 
sieht auf die übrigen von ihr verlangten Eigenschaften unter der Voraus- 
setzung zu bestimmen, dass an ihr entlang fflr jede Richtung der Normale, 
unabhängig von der Lage ihres Fusspunktes, die Summe der beiden Haupt- 
krfimmungshalbmesser, d. b. letztere als Function jener gegeben ist. 

Unsere nächste Aufgabie besteht nun darin, aus den von der FIfiche 
E verlangten Eigenschaften fOr die Functionen x, y und z diejenigen Grenz- 
und Stetigkeitsbedingungen abzuleiten, welche zu ihrer völligen Bestimmung 
durch die Diffierentialgleichungcn (L), (IL) und (IIL) erforderlich sind. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich q und tp als rechtwinklige Coordi- 
naten in einer Ebene, wobei dann zu beachten ist, dass, weil tp die öst- 
liche Länge des wahren Zenitbs bedeutet, von dieser Ebene nur der durch 
die Ungleichheit 0<C9'<l2n begrenzte Streifen in Betracht kommt. 

a. Zunächst ist die schon früher gemachte Bemerkung zu wiederholen, 
dass in Folge jener Bedingungen x, y und s allenthalben einwerthige, end- 
liche und stetige Functionen von q und q> sind. 



b. Da ferner Ri und R2 der Voranssetziuig gemfiss nirgendwo nn- 
endlich werden, so folgt ans der oben gefundenen Crleichnng (10.), 

dass C^ -^ nnd C^ -k- nirgendwo, auch flir ^ = + 00 nicht, Ober alle Gren- 

zen wachsen. In der Thal erkennt man leicht, dass C^-^ nnmerisch nie 
grosser als die halbe Differenz der beiden Hauptkrflmmnngshalbmesser wird, 

dz 

und in Folge dessen C^-^- stets zwischen den Grenzen /ti nnd R2 einge- 
schlossen bleibt. 

Mit Rflcksicht anf die Gleichungen (8.) und (9.) folgt hieraus, dass die 
ersten Derivirten von x, y und z in keinem Punkte unendlich werden, und 
wenn der numerische Werth von q Ober alle Grenzen wfichst, so stark ab- 
nehmen, dass die Producte 

^j/ö» özN p/'öx dx dff dji\ 

sfimmtlich unterhalb endlicher Grenzen beharren. 

c. Hieran schliesst sich der Satz, dass es in der Ebene der q, (p 
keine Linie giebt, auf deren beiden Seiten eine der ersten Derivirten von 
X, jf, z verschiedene Werthe hat. 

Zunächst sind x, y und z wegen ihrer Stetigkeit auf beiden Seiten 
einer beliebigen Linie die nSmlichen Functionen ihres Bogens a, also auch 

dx dt/ ds 

ihre Derivirten ■^, if''^ "S^ ^^^ beiden Seiten dieselben. 

Errichtet man ferner im Anfange des Bogenelementes da Aber ihm 
die Normale dn so, dass dn und d<p denselben Winkel wie da und öq ein- 
schliessen, so ist 

8* ___ dz dg ^ dt dq> dz _ d» dg dz dy 

da "^ dp da dtp da ^ dn "^ dq> ot SjjT da ^ 



welche Gleichungen auch für x und y gelten. Folglich erhfilt man ans den 
Gleichungen des art. IV, indem man 12 durch seinen Werth ersetzt: 
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Diese Gleichung zeigt wegen der vorauegeseUten Stetigkeit von Ri+R^^ inss 
aach -^ beim Durchgänge durch da keine Unstetigkeit erleidet. 

Da hiernach die ersten Derivirten von jb sich beim Durchgänge durch 
ba nach der Stetigkeit Andern, so gilt dasselbe wegen (8.) und (9.) auch 
von den ersten Derivirten der beiden andern Coordinaten x und y. 

d. Da die Lage des ersten Meridians auf der Himmelskugel nach 
Belieben gewAhlt werden kann, und durch eine Aenderung derselben (p nur 
um eine constante Grösse, sein Differential gar nicht geändert wird, so folgt 
aus dem Vorangehenden, dass x^ y und js nebst ihren ersten Derivirten beim 
Durciigange durch denselben sielig bleiben. 

Daraus folgt fflr die Ebene q, q>y dass jede dieser Functionen für den- 
selben Werth von q auf beiden Begrenzungslinien 9 = 0, ip=:2n denselben 
Werth erlangt. 

e. Den Polen der Himmelskugel entsprechen zwei Punkte der Fliehe 
Ey in denen die Lftnge ip jeden beliebigen Werlh hat, ohne dass ihre recht- 
winkligen Coordinaten unbeslimmt werden. Folglich werden letztere von q> 
unabbingig, wenn q unendlich grosse Werthe erlangt. 

Diese Sfitze enthalten fQr die hier zu lösende Aufgabe alles, was zur 
völligen Bestimmung der Functionen Xy y und js ausser den Differentialglei- 
chungen L, II. und III. an Grenz- und Stetigkeitsbedingungen erforderlich 
ist, soweit diese Functionen nicht von der bis jetzt verfflgbar gebliebenen Lage 
des Coordinatenursprungs abhingen. 

VI. 

Zur Bestimmung der Functionen x^ y und jb suchen wir die Lösung 
der folgenden Aufgabe, aus welcher sich jene durch Particularisirung ergiebt. 

Es sei u eine Function von r und f, welche fflr alle reellen Werthe 
von t und von ^=0 bis f^2n den folgenden Bedingungen genOgt. 

1. u und seine ersten Derivirten sind flberall einwerthig, endlich, 
WBti ersteres in keinem Punkte, letztere an keiner Linie entlang unstetig. 

S. u genagt der Differentialgleichung 

3. Fflr den nSmlichen ViTerth von t erhalten u und -^ an der Grenze 
/saO dieselben Werthe, wie an der andern Grenze f=2n. 
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Sn 

4. Ffir unendliche Werlhe von r verschwindet r-^, u selbst wird 

von f unabhängig. 

5. Die Summe der beiden fOr r~4oc und r^— co eintretenden 
Werthe von u ist gegeben. 

Die zu lösende Aufgabe hestebi darin, 1) die Function n su bestimmen 
und 2) die Beschränkungen anzugeben, denen die gegebene Function F{x^f) 
vermöge der u auferlegten Bedingungen unler%vorfen ist. 

Die erste Frage erledigt sich durch die Bestimmung desjenigen Wertbes 
Uy den die Function u in einem beliebig gewählten Punkte t = (i, f^H> ^r-* 
langt. Um denselben iw finden, multiplicire ich die Gleichung (2.) mit 
dem Factor 

^ = lJi-'g(C(r-e)-cos(/^--yO) 

und dem Elemente Bxdf einer um den Punkt q^ (p herumfahrenden Fläche 7, 
deren innerer Rand ein um diesen Punkt mit dem Halbmesser c beschriebener 
Kreis K ist, und deren nachher zu bestimmender äusserer Rand S heissen 
soll. Beide Ränder sollen sich innerhalb des hier allein su betrachtenden 
Streifens 0</'<27i hallen. 

Man erhält diesen Factor o), indem man mittelst des von Herrn Rie- 

manu (Inauguraldiss. S. 13—14) angegebenen Factors -j- lg ((t-* (»)''+(/'— y)^) 

zunächst den gesuchten Werth u durch Begrenzungswerthe von u und seinen 
ersten Derivirten ausdrückt, und dann diese letztern nach dem von mir in 
meiner Inauguraldiss. S. 39 angewandten Verfahren mit HOlfe von Bedingungs- 
gleichungen eliminirt, welche sich mittelst desselben Factors ergeben, wenn 
man seinen Unstetigkeitspunkt q, (p aus dem Streifen 0<i(p<i2n hinaus 
verlegt, also cp durch einen ausserhalb dieser Grenzen liegenden Werth (p^ 
ersetzt. Mit Rflcksicht auf die Bedingung (3.) findet man leicht, dass für 
(p^'-(f^ alle Vielfachen der ganzen Breite jenes Streifens genommen werden 
müssen^ und gelangt nun durch Verbindung dieser Multiplicatoren zu dem 
nach / periodischen Factor oi. 

Durch Integration über die Fläche T erhält man 

Da auf T überall -jtt' +''^7r = ist, so lässt sich die linke Seite in die Form 

or of 
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/T d / ölt dw\ , d / da dwW^..^. 

bringen^ und es hat hiernach der Factor co die Eigenschaft, die Integration 
ohne vorläufige Kennlniss der Function u tu ermöglichen, d. h. die Elimination 
aller zwischen den Rändern von T staltfindenden Werthe dieser Function zu 
bewirken. Dass dieser Factor ausserdem die Eigenschaft besitzt, bei gehöriger 
Erweiterung der Fläche T, auch alle flhrigen unbekannten Werthe, bis auf 
den gesuchten Werth u, zu eliminiren, also diesen zu bestimmen, wird sich 
aus dem Folgenden ergeben. 

Sind c3a und BS die stets positiven Bogenelemente von K und S, 
und bedeutet dn das erste Element der über 8S aus T hinaus errichteten 
Normale, so ist nach einem bekannten Satze, sobald P und Q zwei auf T 
äberall einwerthige und endliche Functionen sind, welche höchstens in ein- 
zelnen Punkten, aber an keiner Linie entlang, unstetig werden, 

Die linke Seite obiger Gleichung geht hiemach Aber in 

/(«'^-«■^)^*-/("^-«lr>«-'- 

Der Werth des über K erstreckten Integrals ergiebt sich für verschwindende 
Werthe von c wie folgt. Statt der im Bogenelemente cdo stattfindenden 
Coordinaten r, /führe ich den Winkel a mittelst der Gleichungen f—q> = ecosa^ 
r— (> = csina ein; dann wird dort 



VC in c*— y,c*co»2<i... ■ 

woraus für ein verschwindendes c limcair=tO, limc^ = gjj- folgt. Da gleich- 

flu 

zeitig -TT- nicht unendlich gross wird, u dagegen ohne Unstetigkeit in den festen 
Werth u äbergeht, so folgt 

27* 
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In der hieraus folgenden Gleichung 

("•) . =/(«^-.-^)as+/F(t,rt<.ata/' 

ist das erste Integral sur Rechten Ober den ganzen Umfang der Cnrve S, 
das andere aber die von ihr eingeschlossene FlAche sn erstrecken, und die 
Summe beider von der Gestalt der Cnrve S unabhängig, so lange sie den 
Punkt (fy (p einschliesst. 

Dies festgestellt, ersetze ich S durch ein den Punkt (f, (p einschlies* 
sendes Rechteck mnap^ dessen Seiten mn, no, op, ptn der Reihe nach durch 
die Gleichungen r = — ^^ /=^^> x = ky f=0 gegeben sind. Dann zerfallt 
das Aber S erstreckte Integral in vier Theile, die ich (infi), (no), (po), (mp) 
nennen will. Es wird aber 

also diese Summe gleich Null, weU die entsprechenden Elemente beider In- 

tegrale sich wegen der auch durch oi und -^ erfflllten Bedingung (3.) ge- 
genseitig aufheben. Sodann erhalt man 



oder 



u 



Lfisst man nun g und h Aber alle Grenzen wachsen, so verschwindet in 



Ct» 



beiden Integralen der Subtrahend wegen der Bedingung (4.), da -^ und — , 

* g 

wie leicht zu sehen ist, beide gegen die Grenze -^ convergiren. Femer 

haben die Factoren von -r^ die Einheit zur Grenze, wahrend u in beiden 

Fällen von f unabhängig wird. 

Ist also n' der für r = +oo, ii| der für t = — oo eintretende feste 
Werth von it, so wird, wenn g und h Ober alle Grenzen wachsen. 

Um ((po) +(««)) = J!^. 
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Durch die nAmliche Erweitenmg des Rechtecks mnop geht also die 
für u gefundene Gleichung in die folgende Aber 

( IV.) u = ^ +rf"nx. n « dx en 



welche den gesuchten Werlh n durch bekannte Grössen ausdrOcht, also die 
Lösung der ersten Aufgabe enthAll. 

Die vorstehende Gleichung muss für (>=:+(3o, u^^u', fOr (> = — ex), 
ti=rif|, also in beiden Fällen u'-^n^ durch ein Integral ausgedrfickt liefern. 
Zu dem nfimlichen Resultate gelangt man bequemer, und ohne der Lösung 
der zweiten Aufgabe vorzugreifen, indem man die Gleichung (2.) mit 

—j—xdxdf multiplicirt, und dann zwischen denselben Grenzen, wie in IV. 

integrirt. Man findet sofort 

(v.) ^ ^ -^ffF{x,r)xBxdr. 

— 9D U 



vn. 

Wir gehen jetzt zur zweiten Frage Ober, ob die Function F bis auf 
die in IV. und V. hervortretenden Convergenzbedingungen vollkommen will-* 
kttrlieh gegeben werden kann, oder ob die der Function u auferlegten Be- 
dingungen noch weitere Beschrfinkungen in der Wahl von F nach sich ziehen. 

Beschrfinkungen dieser Art, falls sie Oberhaupt existiren, müssen in 
Gleichungen bestehen, welche keinen Aufschluss Ober die Function u mehr 
enthalten, also aus (2.) durch Elimination sfimmtlicher Werthe von u ge- 
funden werden. 

Um diese Elimination zu bewirken, multiplicire ich die Gleichung (2.) 
mit einem geeigneten Factor i2 und mit dxdf, und integrire dann Ober alle 
Werthe von r und f. Damit hierdurch zunächst alle innerhalb der Begren- 
zung stattfindenden Werthe von u eliminirt werden, rauss il nebst seinisn 
ersten Derivirten zwischen den Grenzen einwerthig, endlich und bis auf ein- 

zelne Punkte auch stetig bleiben, und der Differentialgleichung '-^^^r'+'^Tr = 

genflgen, weil jede mit den übrigen Bedingungen verträgliche Verletzung einer 
derselben eine Theilung des Integrationsgebietes nölhig macht, und zu einer Glei- 
chung zwischen den an der Theilungsstelle stattfindenden WerUien von u fahrt. 
Damit fenier die an den Grenzen ^=0, f=^2n stattfindenden Werthe von n sich 




durd^ geodätische Messungen. 
ci2 



er 



fftr das nämliche r an beiden Grenzen 



erfUIt, so wird 

(ff^tfOi skk aber aus denselben, etwa indem man die Glei- 
1 1 aof 12 aBwettdel, dass 12, ausserhalb etwa vorhandener Unstetig- 
ie«bf«ute. ui scuiefli ganzen Verlaufe durch einen nach den Cosinus und 
s^iMtf 4w VieltKkea tod f forlschreilenden Ausdruck dargestellt werden kann.» 
Ytm iMi ^ i* jesen Punkten nur um messbare Grössen abweicht, und man 
eHMit ^Mft MS der Differentialgleichung 

Si ^ A + A,e'cos{f-ai)+A2e'' cos(2/'-a2) ... 
+Ä,e-'cos(/-6,)+Ä,e-''cos(2/-62) . . . 
DtMer Ausdruck zeigt sofort, dass die noch rfickstflndige Elimination 

du. 

i^ fSir I - ± ^ eintretenden Werthe von -3— und u, wenn man sich jeder 

wwn Bedingung über die dort verschwindenden, von f abhängigen Theile 
\iMi tt enthilt, nur dann gelingt, wenn der Ausdruck für £2 auf sein erstes 
UU^d A reducirt wird. 

FOr ii^i fällt die rechte Seite völlig weg, und es ergiebt sich als 
oliiiig«^% der Function F aufzuerlegende Bedingung die Gleichung 

Da dieses Resultat von der Geschwindigkeit, mit welcher -;^ im Un- 

(indliohen ver^chwindet, unabhängig ist, so gilt es auch für die bei der Be- 
utimmung von x, y, z fOr F zu wählenden Functionen. 

vin. 

Solon Jelzi o' und 0| diejenigen beiden Punkte der Oberfläche E. 
\Wrv\\ \Mihre Zenilho der Nord- und Sfldpol der Ilimmelskugei sind. Den 
blühor vorfllgbiir gebliebenen Anfangspunkt der Coordinalen x^ y, z verlegen 
wir In die Mitte zwUohen 0' und 0|, so dass, wenn die Coordinaten dieser 
TunKlt» bezIehungsweUe x', y', z' und j„ y,, Z| sind, 

/|.r, .(\ y+yi-0. z'+zi = 

wird 




X 
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Bezeichnet man daher die Werthe, weiche A|, R2^ S und C für 
(f=:t^ fp^f annehmen, durch 9l|, 9^2 9 ® und (S, so folgt aus IV. mit Rflck- 
sieht auf die durch die Gleichungen (I.)? (II)? (IH.) jedesmal gegebene 
Bedeutung von F, wenn wie oben 

gesetzt wird, 

wo. wie auch in den folgenden Formeln, nach t von — oc bis <x), nach / 
zwischen den Grenzen und 2n zu integriren ist. 

Ersetzt man hier w durch — j— , so erhält man nach V., weil 

'I ' = x' ist, die Coordinalen desjenigen Punktes o', der sein wahres Ze- 

Bith im Nordpol der Himmelskugel hat. Wegen der Stetigkeit von 9li+9{2 
fallen die Glieder mit den nach / genommenen Derivirten weg, und es folgt: 

Ersetzt man endlich ai durch die Einheit, so erhftlt man mit Back- 
sieht auf VL die den rechten Seiten von I., IL und III. aufzuerlegenden 
Bedingungen, welche sich auf die folgenden reduciren: 

Da Ri+Ri als Function von q und if gegeben oder durch Interpolation dar- 
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gestellt werden muss. so enthalten die vorstehenden Gleichungen eine bei 
der Wahl dieser Function massgebende Bedingung, ohne deren Berflcksichligung 
die abrigen Bedingungen des Problems untereinander in Widerspruch ge- 
bracht werden. 

Die sfimmtlichen auf Ri^Ri bezflgKchen Bedingungen lassen sich da- 
hin zusammenfassen, dass diese Function nirgendwo unendlich oder unstetig 
werden darf, und dass in ihrer Entwicklung nach Kugelfunclionen der cos (m^), 
cos(mA), cos(mC) das zweite, nach diesen Cosinus lineare und homogene 
Glied fehlen muss. In der That fohren die Torslehenden Gleichungen un- 

mittelbar auf diese letzte Bedingung, wenn man die Derivirle von — ^^ 

durch theil weise Integration wegschaiFl, und dann an Stelle von r das Sup- 
plement der Breite einführt. 

IX. 

Ffir ein abgeplattetes Sphäroid S, dessen Urodrehungsaxe zur JS*Axe 
parallel ist, hat man 

n , n a d ( co86>' \ 

wenn die Wurzel positiv genommen wird, und a den Halbmesser des Ae- 
quators, c die Exceniricitfit der Meridianellipse bedeutet, also die Abplattung 

a = 1— ]'l — «^ ist. 

Umgekehrt kann nach den obigen Resultaten eine FlAche Ey welche 
der vorstehenden Gleichung gemäss verlauft, nur dann von dem SphAroid S 
verschieden sein, wenn sie entweder auf ihrer zugänglichen Seite in ver- 
schiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat, oder sich ins Unendliche 
erstreckt, oder Stetigkeitsunterbrechungen in Zusammenhang, Biegung oder 
Krümmung darbietet, wobei jedoch von der Frage, ob bei obiger Gleichung 
auch jeder von diesen Fällen möglich sei. Abstand genommen ist. Sind 
aber alle diese Fälle ausgeschlossen, so fällt die Fläche E entweder mit S 
zusammen, oder sie kann mit S durch eine Verschiebung ohne Drehung 
zur völligen Deckung gebracht werden. 

Wenn daher die obige Gleichung bei passender Wahl von a und e 
in einer genügenden Zahl von Punkten der Erdoberfläche erfüllt würde, so 
wäre dies allein schon hinreichend, um die Identität der letzlern mit dem 
Sphäroid S sicher zu stellen. 
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Abgesehen von den Schwierigkeiten, welche die hier geforderte 
genaue Bestimmung des wahren Zeniths und der entsprechenden Hanplkrüm- 
mungshalbmesser darbietet, gewähren die obigen Resultate den Vortheil^ eine 
stufenweise und nur durch die nothwendige Uuvollkommenheit der Messungen 
begrenzte Annäherung an die Wirklichkeit zu gestatten, indem die geschlos- 
senen Ausdrücke ffir die Coordinaten x, y, ^ die Werthe der Function üi+ Hi 
nur linear enthalten, also ffir jedes Glied, welches zur genaueren und voll- 
ständigeren Darstellung dieser Function in ihren Ausdruck neu aufgenommen 
werden muss, ein von den bereits vorhandenen Ausdräcken für die Coordi« 
naten unabhängiges Correctionsglied zu denselben liefern. 

Zürich 10. Decerober 1864. 
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Ueber diejenigen Curven^ deren Coordinaten sich 
als elliptische Functionen eines Parameters 

darstellen lassen. 

(Von Herrn Ä. Clebsck zu Giesseo.) 



XJer vorliegende Aufsatz behandelt die Theorie desjenigen Geschlechts 
ebener Curven^ für welche in dem nach RiemaHu von mir festgehaltenen 
Sinne p = 1 , welche also mit Hfilfe nichtlinearer Projection in Cnrven dritter 
Ordnung Obergefflhrt werden können. Diese Curven besitzen, W€flin ihre 

Ordnung n ist, — ^-^ — Doppel- und Rflckkehrpunkte ; ihre Natur hingt we- 
sentlich von einer einzigen Constante ab, dem Modul der entsprechenden el- 
liptischen Functionen, und diese characteristische Constante hat die einfache 
geometrische Bedeutung eines bestimmten unveränderlichen DoppelverhSltnisses, 
Ähnlich wie bei den Curven dritter Ordnung der Modul dies Doppelverhäit- 
niss der von einem Punkt der Curven an sie gezogenen Tangenten angiebt. 

Entspricht so jedem Punkt der Curve ein bestimmter Werth eines 
elliptischen Integrals und umgekehrt, so giebl das Abefsche Theorem fflr die 
zwischen den Schnittpunkten der Curve mit einer andern algebraischen Curve 
zu erf&llenden Bedingungen sehr einfache Relationen zwischen den entpre- 
chenden Integralen erster und zwischen gewissen Integralen dritter Gattung. 
Die Aufgabe, aus einigen Punkten des Schnittpunktsystems die flbrigen zu 
finden, führt sodann zu einem Umkehrungsprobleme, dessen speciellsten Fall 
Hr. Roienhain in seiner Preisschrift behandelt hat. Das allgemeine Problem, 
dessen Lösung hier gegeben wird, ist folgendes : Die Summe von m Integralen 
erster Gattung, und m— 1 Summen von je m gleichartigen Integralen dritter 
Gattung sind gegeben ; man soll eine Gleichung m*''" Grades angeben ^ deren 
Wurzeln die m in jenen Integralen auftretenden oberen Grenzen sind. 

Als Anwendung der allgemeinen Theorie habe ich denjenigen Fall 
behandelt, welcher nächst den CurVen dritter Ordnung der einfachste ist, und 
welcher zugleich bei vorhandenen Doppelpunkten das Wesen der hier anzu- 
stellenden Untersuchungen vollkommen erkennen lässt, nftmlich die Curven 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 
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%. 1. 

Cbaracterisining der zu betrachtenden Carven. Ihre Coordinaten werden mit Hülfe 
einea Systems yon Cunren (n —2)'*' Ordnung durch einen Parameter ausgedrückt. 

Diejenigen algebraischen Carven n^' Ordnung, welche es gestatten, 
ihre Coordinaten als rationale Fanctionen von sin am ti^ cos am «^ ^ am ti aus- 
zudrücken, wobei u die Stelle eines veränderlichen Parameters versieht, werden 

dadurch characterisirt, dass sie -^ — Doppel- resp. Rflckkehrpnnkte be- 
sitzen. Die wirkliche Darstellung der Coordinaten in jener Form kann man 
folgendermassen ausführen. 

Die — ^-^ — Doppelpunkte (Rückkehrpunkte als specielle Fülle immer 

mit einbegriffen) bestimmen zusammen eine einzige Curve (n— 3)^ Ordnung, 
welche sich durch dieselben legen lAsst. Will man aber Carven ii—2''' Ord- 
nung hindurchlegen , so kann man auf der gegebenen Curve noch (»— 2) 
weitere Punkte beliebig annehmen. Diese mit den Doppelpunkten zusammen 
bestimmen einen Büschel von Carven (n— 3)^' Ordnung, deren jede die ge- 
gebene noch in zwei andern Punkten schneidet. Sei ^=0 die Gleichung 
der gegebenen Curve, ti+ile=:0 die Gleichung des Büschels, und legen wir 
einen Büschel von Geraden a+iiib = mit beliebigem Scheitel, deren Strahles, 
nach den Durchschnitten von /=0 mit tf+^e = gerichtet sind. Eliminiren 
wir nun aus den Gleichungen 

(1.) ^=0, u+lf> = 0, a+/ib=^0 
die Coordinaten, so erhalten wir eine Resultante i2(l^jii)=:0, und zugleich 
die Verhfiltnisse der Coordinaten als rationale Fanctionen von l, /a. Unter- 
suchen wir diese Ausdrücke und die Resultante Si genauer. 

Wenn wir, ohne auf die gegenseitigen Beziehungen der Coefficienten 
v<m f, n, e zu achten, diese Bildungen vornehmen, so gelangen wir zu einer 
Resultante £2, welche vom Grade »—3 für die Coefficienten von ^ vom Grade 
II für die von tf+^e^ und vom Grade n.n— 3 für die von a+/ib ist. Be- 
trachten wir die Gleichung Si^O als Gleichung für l, so giebt sie die n 
Parameter, deren entsprechende Curven durch je einen der n Schnittpunkte 
von f mit einem Strahl a+/te6 hindurchgehen. Setzen wir dagegen an die 
Stelle der CoJofficienten von a+iub beliebige Liniencoordinaten, und betrachten 
diese als Veränderliche, so stellt 'i2 offenbar das Product von li.»— 3 linearen 
Faetoren, also den Complex derjenigen is.»— 3 Punkte dar, in denen f von 
der Curve n+^e getroffen wird. 

38» 



«2 ''?«4«r*. 4teK Cmtm, 40V CMrdL i li p tfu i i FiuKf. emes Parameters sind. 



Büseicant» wx fenier (brefc /^ , ^^ , e^ die Coefficienten von 



äo weroam Badi iiekniitea B«seäi *fL Sdboa, Algebra der linearen Trans- 
Uimai. ifaers. ▼ FieAr, p. 7-1.) üe Verbiltnisse der den Gleichangen 

C4anfiBatem wb feifcarfea Fonneln gefunden: 

\ 



9^'^-^ = -s^^ (••+*+* = «), 



,rx;xrx;=-^, (l-|-i+4 = i,-2), 



/.. 



OtOttnuK&onc ^<r DiKriaiBante tob J2 = 0. 

Ditt DiKnBJmafee D 4« G l c i c fcig r <Q in Beng auf /u ist, da ü, selbst 
fikr <A TiNK imfo «.«-;! b. timb Gnrie 2y-2ii-l) fOr die CoefficienleD 
VW ^ ;ilsi> viMi ÜMte 2»y-;i^-l fir ly «Bd Tom Grade 2ii(n-2)y-2ii-l) 
itt K^Mny wf ifiir «a ittii ^ SiKxt wmh JD = 0, so entsteht eine Gleichung' 
f^ 4^ wirfck# f&Q<Miy«m WfKtk^ liefeci. für welche zwei Wurzeln fi ein- 
aai ji i^ r ;^(inc^ ww4inl 

1^ MirtiNr^ aWr Iohmi auf doppelle Weise geschehen. Erstlich kann 
trour ^i^^W Cumtr a^ie^O i^^ Cwnre f berfihren, und deswegen zwei 
^Skr^^ii « r gi4v >a^^ «ack tieai BerAhningspunkt gezogen werden, zu- 
»aanM#>rifcA^ii> (Kier «wft Scbaittpukte von / mit n + Ae liegen in einer 
ti^fWw wti( 4mi Ktts^^Mscbeitol^ und diese Gerade wird deswegen Doppel- 
««r«ki Mt ww4^ 4tH$e«u Am j€4» Werth eo« l, für den das letztere ein-- 
fr^^ #9»^ ll^pfdbKirMf 4ft likidums D=^0 ist. 

fmt eteM 9o)<)mi Wertb Ton l und den zugehörigen von /i ist nam- 

Ml ^r<ileM% wftt iwei Wertlie von u usammenfallen, -3— = 0. Aber zu- 

itWW^ wydk« 4i^ WeHlie dkr x aoUiwendig onbestimmt, weil zwei Punkte x 
^kt¥ikw^^ ^^ttw IMUi^fWiipNi fMAgea; es mOssen also die rechten Theile 
\4«^ ^^ ^ ^^MMMlkk tim^-kwUrfe*. so dass auch 
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Denken wir uns also i2(A^^) = als Gleichung einer Curve, deren 
rechtwinklige Coordinaten X, /u sind, so hat diese Curve bei dem in Rede 
stehenden Werthepaar l, fi einen Doppelpunkt. Aber D = 0, welches das 

Zusammenbestehen von i2 = 0, -3-^ = angiebt, ist die Gleichung , welche 

die der Axe fi parallelen Tangenten der Curve liefert. Da nun ein Doppel- 
punkt stets zwei Tangenten absorbirt, so ist auch der fragliche Werth von X 
eine Doppelwurzel von D = 0. 

Untersuchen wir jetzt, welche Modificationen diese Verhfiltnisse er- 
fahren, wenn man die zwischen den Coeflicienten von f, u, r stattfindenden 
Beziehungen berücksichtigt. 

Die f}.n~2 Punkte, deren Gleichungen S2 = darstellte, %venn man 

darin die a+fjib durch verfinderliche Liniencoordinaten ersetzte, sondern sich 

ft fi — ^ 
hier in die — ^-^ — Doppelpunkte, welche immer zweimal zu rechnen sind, 

in die n—2 festen einfachen Punkte, welche auf /'=0 gewählt wurden, und 
in nur zwei verfinderliche Punkte. Die Gleichung JQ = 0, wenn darin die 
a+/^b durch Liniencoordinaten ersetzt sind, nimmt also die Form an 

wo i2| = das Product der Gleichungen aller Doppelpunkte, .Q^^O das 
Product der Gleichungen aller festen einfachen Punkte, und endlich i2^ = 
das Product der Gleichungen der beiden beweglichen Punkte ist, um welche 
allein es sich handelt. 

Der Factor i2o enthält X, nicht so die andern Factoren, welche feste, 
d. h. von X unabhängige Punkte darstellen. Es ist also £2q von der Form 

(3.) i2o = ^^(^^r y*. 

wobei die w Functionen i»^^"* Ordnung in X, die y Liniencoordinaten darstellen; 
und da i2,j das Product der Gleichungen zweier Punkte ist, so hat man noth- 
wendig auch 

Cü„ 0)12 Cü,3 
">21 ö>n «>M 
«^31 ^n ^33 

Sind Wik die Unterdeterminanten der W, so ist nach bekannten Regeln 

(5.) ^2:WaX,x,^V = 
das Quadrat der Gleichung der Verbindungslinie der beiden beweglichen Punkte, 



(4.) W^ = 



= 0. 
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welche, indem l sich fladert, eine Cnnre von einer weiterhin zu bestimmenden 
Classe nmhtlllt 

Die Gleichung fbr /i wird, nach Absonderung des von iZJ.iZj her-*' 
rührenden, von X freien Factors, von der Form 

(6.) A+2/iC+fi^B = 0, 
und zwar entsteht die linke Seite dieser Gleichung, wenn man in (3.) y^ durch 
Oi+fibi ersetzt; es ist also 

B = 22o3^hM, 

C = 2S(Oii^aibi,. 
Die Discriminante AB—C^ ist vom Grade 2n in l, und hat die Form P\Q, 
wo =s diejenigen 1/Verthe von l giebt, deren entsprechende Curven tf+Xe = 
die Curve /=0 berOhren, während P = solche Curven u+Xid = liefert, 
bei denen die beweglichen Schnittpunkte mit dem Bflschelscheitel (a = 0, 6 = 0) 
in einer Geraden liegen. Die Grade von P und Q sollen weiterhin bestimmt 
werden. Die Auflösung der Gleichung (6.) giebt dann: 

(8.) ^= -C+fV^ , 

Die Discriminante ISsst sich aber noch in einer andern bemerkens-> 
werthen Form darstellen; nach bekannten DeterminantensAtzen bat man nim- 
lich auch: 

(9.) AB^C'=P'Q^22 W^p.p,, 

"^^ Pi9 Pk die Coordinaten des BOschelscheitels a, b sind, also: 

Pt = Oj^i-^ai, 

Ps = »1*2— ftitff 
Endlidi liefert die letzte Gleichung (2.) die Coordinaten der beweg- 
lidira Schnit^unkte. Statt £2 kann man rechts S2o setzen, und es ist also: 

(11.) ifXi = {o}iiai+€o^a2+(o^(h)+/i{mubi+uhib2'hfOulh)* 

%. 3. 

Cnnren des Systems (n— 2)^ Ordnung, welche die Carve n**' Ordnung berühren. 

Ehe man nun diese AusdrOcke weiter transformiren kann, ist es noth- 
wendig, die Natur der Functionen F, Q genauer zu erforsiAen. Man findet 
die Wurzeln von Q mit HOlfe folgender Betrachtung. 



(12.) e= 



= 0, /=0, 
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Die Werthe von l. für welche Q verschwindet, sind dadurch charac« 
terisirt, dass die beiden beweglichen Schnittpunkte einander unendlich nahe 
lücken, dass also die Cnrven /= 0, ti-f-Ai? = einander berühren. Bezeichnen 
wir durch angebfingie Indices Differentialquotienten nach den x, so sind hierzu 
folgende Bedingungen nöthig: 

PA = «2 + ^«'2, ^==0. 

Indem man aber (f eliminirt, erhält man die Gleichungen 

A A n 

Ui 1*2 «3 

t^i ^2 ^3 

deren Durchschnittspunkte diejenigen Punkte angeben, in welchen eine Curve 
des Büschels u+kf)=^0 die Curve ^=0 berührt. Aber eine genauere Be- 
trachtung zeigt, dass von den Durchscbnrttspunkten von 6 = 0, f^O einige 
der Frage fremd sind. Denn in der That schneiden diese Curven sich mehr- 
fach in den festgelegten Punkten des Büschels; aber diese können nicht Wurzeln 
der Discriminante P^ Q geben, weil, wenn auch in diesen Punkten eine Curve 
fi+le = die Curve /=0 berühren kann, dennoch für sie nicht zwei 
Factoren von Sin einander gleich werden, sondern nur ein Factor von i2u 
einem Factor von A oder il^ gleich wird. 

Die Natur der Curve = (nach Hrn. Cremana die Jacobische Curve 
des (Systems f, u, f> genannt) ist mehrfach untersucht worden, und es 
ist namentlich der Satz bekannt, dass diese Curve durch etwaige gemeinsame 
Punkte der drei Curven f, u, f> hindurchgeht (Cremona, introd. ad una teor. 
geom. delle curve piane p. 73.). Ferner hat Hr. Hesse bewiesen (dieses 
Journal Bd. 41. p. 286), dass, wenn wie hier zwei Functionen von gleichem 
Grade sind^ für einen Schnittpunkt aller drei Curven die Differentialquotienten 
von sich wie die der Curve ungleichen Grades (hier f) verhalten, dass 
also in solchen Punkten die Jacobische Curne die dritte Curee berührt. Diesem 
kann man folgenden weitern Satz hinzufügen: 

Sind f/ = 0, f? = eon gleichem Grade, und gehen sie durch einen 
Doppelpunkt von ^=0, so hat auch 6 in diesem Punkte einen Doppel-- 
punkt, und iwar sind die Tangenten des Doppelpunkts für beide Curwn 
dieselben. 
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Den Beweis dieses Satzes kann man ähnlich föhren, wie Herr Hesse 
a. a. 0. seine Sitze bewiesen hat. Sind Ci, c,, c, irgend welche Constanten, 
so ist immer identisch 

f/i A /i nf 



(13.) 0^{CiXi + C2X2 + CiXs) = — 



Ui U2 tii mu 
Ci C2 Cj 



wobei der Allgemeinheit wegen m fQr (ft— 2) gesetzt ist, da es nar darauf 

ankommt, dass u, e den gleichen Grad m besitzen. Da im Doppelpunkte die 

AusdrQcke u, e, fy fi^ /a, f^ gleichzeitig verschwinden, so sind auch die 
Determinanten 

fii ti2 fa 
«1 «2 Hj 

^1 ^2 ^i 

gleich Null. Differentiirt man also (13.) zweimal, und zwar nach Xi und x^^ 
und lässt man alles im Doppelpunkt verschwindende fort, so kommt: 



{€1X1 + 02X2 + C^X3)0ii, = — 



fu ^ fu 

«1* fhk «3* «>«»* 

•i f>2 t?3 

Ci C2 C3 



flik /?•* fiik ^fik 

«1 «2 «3 

t>l ©2 t>3 

C| C2 Cj 

flkflkhk 

«M ti2< thi fnUi 

t>l f>2 t>3 

Ci C2 C3 



= ft 



fll «2 «I3 
t>l t?2 ©3 
Ci C2 C3 



A*-w 



A. fu A. 

tfi tl2 tis 

t?U ^2* ^Zk ^f^k 

C| C2 C3 

fii U fM 

Wl »2 Wj «A 

t?i ©2 ^3 t^A 

Ci C2 C3 



— 1» 



A* /i* A* 

tl| tl2 tl3 

t>N ^2i t>3< fM>i 

Ci C2 C3 

fik fu fn ^ 

Ui fh th Ui 

t?j t?2 ^3 ^» 

C| C2 C3 



Multiplicirt man nun die ersten drei Verticalreihen der beiden letzten De- 

ü) OD 

— ^f, — ^, und zieht sie von der letzten Reihe 

m — 1 tn — i 



terminanten mit 



ifi-1 



ab, so verschwinden die Glieder der letzten Verticalreihe, bis auf das letzte, 
welches aber in Null multiplicirt wird. So verschwinden beide Determinanten, 
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nnd es bleiben die d^ den f^ proportional. Da nun das Prodnct der Tan- 
genten des Doppelpunktes in beiden Gurren durch die AusdrQcke 

JSJS0^XiXky fihXiXit 

dargestellt wird, so folgt hieraus unmittelbar der angegebene Satz. 

Die Gurre = ist von der Ordnung 3ii— 7; = und f=^0 haben 
also n(ßn—7) Schnittpunkte. Aber von diesen absorbirt dem Vorigen nach 

jeder der — ^-g — Doppelpunkte 6, jeder der n— 2 andern festen Punkte 2. 

Die Anzahl der flbrig bleibenden Punkte beträgt also 

ii(3ii-7)-3ii(ii«3)-2(ii-2) = 4. 
Die Function Q ist also ean der eierten Ordnung, und zugleich hat man den Satz: 

Durch die — ^-« — Doppelpunkte der gegebenen Curve n^"" Ordnung 

und durch n— 2 feste Punkte derselben kann man eier Curven {n—2y^'' 

Ordnung legen, welche die gegebene Curee berühren. 
Wesentlich ist noch, dass die Function Q offenbar von den a, b unab- 
hängig ist. Der andere Factor üer Discriminante enthält diese Grössen; und 
P ist also fDr die p vom ersten Grade, während es fflr l vom Grade (n— 2) 
ist. In der That stellt P, wenn man darin die p als veränderliche Goordi- 
naten ansieht, die Gleichung der Geraden dar, welche die beiden beweglichen 
Schnittpunkte verbindet. Sieht nmn aber die p als gegeben, l als unbekannt 
an, so drflckt dies den Satz aus: 

Die Verbindungslinie der beweglichen Schnittpunkte, welche das 

System ti+Ae mit der gegebenen Curee gemein hat, umhüllt eineCuree 

(11-2)''^ Classe. 

§. 4. 

Weitere Behandlung der Ausdrücke der Coordiuaten. 
Aus dem Entwickelten geht hervor, dass man setzen kann 

(14.) Wa = QM, 

wobei Q eine Function vierten Grades, li, h Functionen (it— 2)'*" Grades 
von X sind. 

Nunmehr ist es auch möglich, die Ausdrücke (11.) der x weiter zu 
transformiren. Setzt man zunächst für fi seinen Werlh ein, und lässt den 
gemeinschaftlichen Nenner B in q eingehen, so findet man 
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Hitr ««Uridt MMdi Awftfci«t *" Difcrartiatioa die rechte Seite offeniMr 
Py^ «b P«cl«r> ■■< Mc« mb «cmi akenub in ^ eiDgehen Ifisst, bleibt 

lBiwi$cbiNi «a( MS 4tr Vtrgkkhaif tw (9.), (14.): 

k k k 






•i «1 «b 
K *. 1^ 



Dw«»» t»l<Hc> i i > »|p » f^Wtt ^ PfililhMf der * ab FoBctionen des 
P»nM«<«r» i. Sil» bl ntwiMl« bb «rf <e Wvml ctaes Aasdracfcs Q der 
vwrVNi Ordiiiui;^^ dii» w^JmmW» FtHMtMM« i» vekbe d ba e lb e ■■Iti^idrt bt, 
$utd v<Mi d«r ^M— ^'T i^ibMMf« «»i dib iMfea TMb der x snd ntimnie 
PuKtiowB d«r »*"* Otifcwwf. Ob mttirtKhMi Qtiaum m kouMa dari« 
•kbt «4fbr v«r; db i wir «Mb b S a i e r i « Web». 

Di4^ AM$i{r^^<» ^lij:/ f < ii< >i < N » ib n g e » tiw sebr fbhcbe geoaebbcbe 
D<Mt«B^. Db C»eltc ba t<Hi v«i » ^ «brf «Saicb db Ceerdbalca des Puktca, 
i« w«U*b««i db wiUktrIbb «♦«^yUfe* Cbnde b fie Vetbbriaafslbie I der 
b«n<f^Uv>b«a Paakt» triit; db «ttilM TiMbr dar Ncblm Scftaa sbd fie C»- 
(»i^iinatM d«< P«l$ Tea b m t>t9mf «Mf >nms raabinyaw aaftst, eder db 
i'«H»r\i(n«t«a d«» Paabte«. w abbw «ü dmi mitiwifcilia a»! au dea Paare 
•fibal. ttt wvkb«« X fcbtaC ^ ba ra w a fcnc bi g $vslHa bMit 

Vbor 4b Orda^fM saf der nKten Stbr v«a JC.> sbd Mcb bibcr. 
Hl« M« iti«> ^ttittr itr SKbe wfMdrrt Xaa Mi«Mt 



J7. ri*,— <t*j— <V^ = 
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eine Gleichung n**" Grades fOr l fOhren. Aber wenn man die Werlhe der 
X in (17.) einsetzt^ so komml: 



{l7^) ssioabic = y-Q.:s:±c,b2k, 

und wenn man diese Gleichung rational macht, erhält man die Gleichung 

(18.) {2£io^b,c,y+Q{2:±c,b,hy = 0, 
welche fflr l von der Ordnung Sn ist. Dieselbe enthält daher einen Aber- 
flüssigen Factor; er ist leicht zu bestimmen. Nach den Formeln (9.), (14.) 
ist nämlich 

Q.(S±c,b,hy = 2:2:(o^bA-^S(^^c,c,'-{£:Su}ab,c,)\ 
und (18.) geht also Ober in 

= SSiüitbibi^.SZio^eiCu. 
Der wirklich dem Problem ungehörige Factor ist also der Factor n*'" Grades 

während der Factor 

als von der Geraden c ganz unabhängig, nur Fremdartiges liefern kann: 
Dieser fremde Factor hat aber fflr die b ganz die gleiche Beschaffenheit, wie 
der andere für die e, er liefert also die Schnittpunkte der Curve mit der 
willkürlich gegebenen Geraden by und der zu hohe Grad der rechten Theile 
von (16.) erklärt sich dadurch, dass alle jene Ausdrücke noch für gewisse, 
mit den Schnittpunkten der Geraden b mit der Curve zusammenhängende Werthe 
verschwinden. 

§. 5. 

Einführung eines neuen Parameters, für welchen die Ausdrücke der Coordinaten 

ihre eiDfachste Form annehmen. 

In welcher Weise man diese der Sache fremden Werlhe entfernen 
kann, und wie die Gestalt der resultirenden Ausdrücke ist, übersieht man 
leicht mit Hülfe der Theorie der elliptischen Functionen. Ich denke mir für 

i. einen linearen Ausdruck — ^fr 8^s®^^ ^^^ ^^^ Constanten a^ ßy Yy ^ ^ 

bestimmt, dass der Zähler von Q^ abgesehen von einem conslanten Factor in 
lA-lA-Tt^X übergeht. Man kann dies auch geometrisch dadurch ausdrücken, dass 
man an Stelle der bisher beliebig dem Curvenbüschel (it— 2)'^' Ordnung entnom- 
menen Curven'ti=0, e = zwei solche treten lässt, welche die Curve f^O 

29* 
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berOhren, so dass il = und il ^^ oo Wurzeln von Q=sO werden. Dies vor- 
ausgesetzt sei nun 



]fl = 3inBmuy f/1— ils=cosamti^ 1^1— x^il=:-^aflifi. 

Jeder der Ausdrücke, welche die rechten Theile von (16.) bilden, hat also 
die Form 

F{Bixr am u) + Fi (sivl am u) • ^ , 

und zwar ist dabei die Willkflrlichkeit verschwunden, welche früher in dem 
zweifelhaften Vorzeichen der Wurzelgrösse lag; ein Paar auf derselben Cnrve 
des Systems u+kt^O gelegener Punkte wird in dieser Form durch die Ar- 
gumente u und ~ti unterschieden. 

Die angegebene Form lässt sich nach Hermite (Note zur dritten Aus- 
gabe von LacroiXy p. 66) ersetzen durch einen Ausdruck von der Gestalt 






WO 

(19.) a'+a"... a^^ = 0, 

und ebendies gilt nicht l>loss für die rechten Theile von (16.) selbst, sondern 
für jede, einer beliebigen Geraden entsprechende Combinalion, sodass die für 
den Schnitt einer beliebigen Geraden CiXi+c^x^+CiX^^Q mit den Curven 
geltenden Bedingungen immer die Form annehmen 

H{H-a!).H{u-a") ... //(ti-a(^->) = 0. 

Hiebei ist ein Theil der or, nämlich n derselben, veränderlich, den verfinder- 
lichen Schnittpunkten der Geraden mit der Curve entsprechend ; die n übrigen 
a sind aber constant; sie führen auf diejenigen Werthe von il, welche in 
den Schnittpunkten der Geraden b mit der Curve ^=0 eintreten, und sind 
also den dort stattfindenden Werthen von u gleich oder entgegengesetzt. 
Hierüber zu entscheiden gestattet die Gleichung (17".). Wenn wir nfimlieh 
die Gerade c mit der Geraden b selbst zusammenfallen lassen , so gehen die 
n ersten a unbedingt in diejenigen Werthe von u über, welche in den Schnitt- 
punkten von b mit f=0 stattfinden. Weil aber für diesen Fall aus der ent- 
sprechenden Gleichung (17"*.) für il die Wurzelgrösse herausfällt, und man 
nur eiue Gleichung n**" Grades für il = sin^amtf aufzulösen hat, so sind die 
ihr entsprechenden Werthe von ti paarweise gleich und entgegengesetzt, so 
dass,- wenn die den Schnittpunkt von 6 = mit f=^0 zugehörigen Werthe 



Clebseh, ebene Ourten, deren Coard. elliptieche Fund. eme$ Para$neters $md. 221 

von tf mit ß^, ß\ . . . /9^"^ bezeichnet werden, die Qbrigen jener Gleichung ge- 
nflgenden Werthe -ß, -ß\ . . . -/9^*> sind. Die Argumente «^•+'>, «<•+% . . . 
a^^ müssen also mit diesen letzten Werthen übereingestimmt haben. 
Lassen wir nur den bei jedem der x auftretenden Factor 

F(»4-/3').ir(«+/9") ... J5r(«+/9f>) 
in Q eingehen, so erbalten wir Formeln folgender Art: 

ffX, - Ci ^^ , 

(20.) j>^ = „. 't-S?'("-g^'-('-°i-) , 






Die rechten Theile lassen sich hier nicht mehr unmittelbar mit Anwendung 
des iTermileschen Satzes in algebraische Form zurückführen; denn die Summe 
der a ist nicht mehr Null. Vielmehr, setzen wir 

SO ergiebt sieh aus (19.), dass für die Schnittpunkte jeder Geraden mit der 
Curve auch 

a'+a"4--.+a<*> = c. 
Es folgt also einerseits, daee die Summe der zu den Schnittpunkten einer 
Geraden mit der Curve gehörigen Argumente stets denselben constanten Werth 
besitzt, ein Satz, den wir weiter unten in viel allgemeinerer Form wieder 
auftreten sehen werden. Andrerseits aber liegt es nahe, wenn e diesen con- 
stanten Werth bezeichnet, an Stelle von u die Variable 

f c 

u = u , 

n ' 

und an Stelle der a die constanten Werthe 

c 



/9 = a- 



n 



einzuführen, wodurch die Formeln (20.) ungeändert bleiben. Nunmehr ist 
die Summe der ß immer gleich Null, und nach demselben iTenmYeschen Satz, 
von welchem bereits oben Gebrauch gemacht wurde, kann man den rechten 
Theilen von (20.) jetzt die Form geben 

c.{f{}:)+ii\\'-i\\'-iex\(p{}:)}, 

wenn n gerade ist, oder die Form 

C. { fi}!) }/^'+ i\-i:A-k'X\ cp {X')] , 
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wenn n eine ungerade Zahl ist Und zwar ist daiiei im ersten Falle f von 
der Ordnung -k-^ q> von der Ordnung -x — 2, im zweiten Falle ist f von der 

Ordnung \ ip von der Ordnung o. * Di^ Variable iL' aber hat die 

Bedeutung 

(21.) |/X' = sinam(^ii-— ;= J^ j^p^j , 

wenn 

(22.) y^€ =£ sinam — ; . 

gesetzt ist. Man ist also von den Formeln (16.) zu den reducirten Formeln 
tibergegangen mittels einer irrationalen Substitution (21.), welche die Ent- 
fernung der in (16.) enthaltenen flberflQssigen Factoren ermöglicht. 

Das Endresultat dieser Untersuchung lässt sich etwas bequemer aus- 

sprechen, wenn man fOr V wieder einen linearen Ausdruck T^^ einfährt. 

Hiedurch treten nach Entfernung der Nenner an Stelle der Factoren der 
Wurzelgrösse wieder allgemein lineare Ausdrflcke p + qit, und man kann fol- 
genden Satz aussprechen: 

Die CoardinateH emes Punkts einer Cmr^e n^^" Ordmmg mit -^-g — 

Doppelpunkten tauen eich immer in der Farm dareteUen: 

iQx, = A(Ä))/if+y,(^)|/iV, 
(23.) Ux,^ f, (ä) ^M+ y, (ä) ^N, 

wobei die AuedrUcke f ton der Ordnung k'^^n, die AuedrUeke ip ton 
der Ordnung h^^n, wobei femer M ton der Ordmmg n—2k, N ton 
der Ordnung n— 2h und k+h = n—2 isty $b dan M.N immer ein Am^ 
druck tierter Ordnung wird; und siwar kann man immer einer der beiden 
Functionen M, N die Ordnung 0, der anderen die Ordmmg A, oder einer 
die Ordnung i, der anderen die Ordnung 3 geben. 

§. 6. 

Andere HQlfiMyiteme. Der Modul ist von der Wahl der festen Punkte 

unabhängig. 

Der Cunrenbtlschel (n— 2)'^' Ordnung n+Xt = 0^ welcher hier benutzt 
wurde, zeichnet sich dadurch aus, dass er der Bflschel niedrigster Ordnung 
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ist, welcher zu dem vorliegenden Zwecke brauchbar ist, und zugleich durch 
ßUe Doppelpunkte geht. Der Curveubfischel niedrigster Ordnung, an den man 
flberhaupt Betrachtungen wie die vorliegenden anknflpfen kann, ist von der 
n— 3**" Ordnung; man muss aber bei ihm als Grundpunkte die Doppelpunkte 
der gegebenen Curven mit Ausschluss eines derselben ansehen. Auch hat 
dieser BQschel den Nachtheü, dass er bei den Curven dritter Ordnung, fitr 
welche die Anzahl der Doppelpunkte Null wird, nicht mehr besteht, wShrend 
der oben gebrauchte die Substitution des Herrn Aronkold' (Monatsbericht der 
Berliner Academie, 25. April 1861) liefert. Man kann aber genau mit dem- 
selben Erfolge und mit der gleichen Allgemeinheit einen Curvenbflschel n— l**' 
Ordnupg anwenden, welcher durch die Doppelpunkte und durch 2(ii— 1) be- 
liebig auf der Curve ^==0 gewählte feste Punkte hindurchgeht 

Wir haben schon oben gesehen, dass der Modul Ar der hier auftreten- 
den elliptischen Functionen allein von der Curve f=0 und von den Con- 
stanten des Bflschels abhAngen kann, d. h. von den Coordinaten der beliebigen 
«—2 Punkte, welche man zu Grundpunkten des Bflschels gemacht hat. Es 
ist leicht zu zeigen, dass er auch von diesen letzten nicht abhängig ist. Bilden 
wir nämlich das Integral 

" (? . JCHh c, X, ite, 

wobei die Yariabeln Xi, Xji ^s durch die Gleichung ^-^^O verbunden sein 
sollen, und wo^ = die Gleichung der Curve (n— 3)'^'' Ordnung ist, welche 
durch die Doppelpunkte hindurchgeht. Dieses Integral kann man mit Be- 
nutzung der Werthe (23.) in ein elliptisches Integral nach il verwandeln, und 
da die zu integrirende Function nirgends von einer höheren als von der ^**" 
Ordnung unendlich wird, so ist es nothwendig ein Integral erster Gattung, 
d. h. es geht Ober in 

C f ^^ 
./y'i.l-A.i-TA 

Wenn wir nun die n— 2 beliebigen Grundpunkte des Bflschels verändern, so 
mag ein neuer Modul ki und eine neue Constante C^ entstehen. Es ist also 
einerseits 

C f ^^ = C f ^^' 

andererseits folgt aus der doppelten Darslellungsweise der a^ und daraus, dass 
X und K als rationale Functionen der x darstellbar sind, dass A sich ebenso- 



/ 
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wohl durch l^ und ^l^A-lj,.l-klli, als X^ durch X und ^XA-XA-k^X 
rational ausdrücken lässt. Dies ist nur möglich, wenn ki einer der zu Ar con« 

jugirten Module k', -r- etc. ist; und da eben die Einfbhrung der letztem nichts 

als eine veränderte Benutzung der vier Wurzeln von Q^O anzeigt, so kann 
man es immer so einrichten, dass ki = k wird, und man sieht also, daee k 
nothwendig eofi der Lage der n—2 gewählten Grundpunkte unabhängig i$t. 

Dieses Resultat, nach welchem Ar eine für die Cunre ^=& charakte- 
ristische Constante ist, erlaubt eine geometrische Deutung, welche eine von 
Herrn Salmon (Bd. 42, p. 274 dieses Journals) zuerst gegebene Eigenschaft der 
Curven dritter Ordnung in merkwürdiger Weise verallgemeinert. Denken wir 
uns nämlich die vier Curven des Bflschels u+Xt, welche ^=0 berühren, und 
in irgend einem gemeinsamen Punkte derselben die Tangenten gelegt, so ist 
das Doppelverhältniss der vier Tangenten, was auch kurz das Doppelverhält- 
niss der vier Curven heissen mag, gleich dem Doppelverhältniss der vier 
entsprechenden X, oder der Wurzeln von Q, also nur von Ar abhängig, mithin 
unabhängig von der Lage der n— 2 gewählten Grundpunkte. Und so hat man 
den Satz: 

Wählen wir auf einer Curee ti^'' Ordnung mit -^-5 — Doppelpunk-^ 

ten n—2 beliebige Punkte, und legen durch sie und die Doppelpunkte die 
'tier Cureen n— 2^'*^ Ordnung, welche die gegebene Curve ausserdem noch 
berühren. Dann ist das Doppelverhältniss dieser vier Curven immer das 
gleiche, wo man auch jene ft— 2 Punkte angenommen habe. 
Bei Curven dritter Ordnung ist dies der oben angedeutete Satz, dass das von 
einem Punkt der Curve gelegte TangentenbQschel stets dasselbe Doppelver- 
hältniss habe. 

Obiger Satss gilt auch noch, wenn man statt der Curven n— 2'*' Orif- 
nung immer Curven (it— 1)'^' Ordnung und statt der n— 2 gewählten Grund- 
punkte deren immer 2(ft— 1) substituirt. 



Untersuchung der Curven, welche durch die Formeln (23.) dargestellt werden. Sie 

41 ff Q 

sind immer von der n**" Ordnung und haben — ^-5 Doppelpunkte. 

Ich stelle mir jetzt umgekehrt die Aufgabe, alle Curven zu unter- 
suchen, die durch Gleichungen von der Form (23.) dargestellt sind. Dabei 
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darf man voraussetzen, dass weder M einen sämmtlichen (p gemeinsamen 
Factor enthält, noch N einen sämmtlichen f gemeinsamen; und dass über- 
haupt die Grössen fiM—cp]N keinen allen gemeinschaftlichen Factor enthalten. 
Man erkennt dann leicht, dass die durch (23.) dargestellte Curve von der 

11^*" Ordnung ist und ' Z' Doppelpunkte besitzt. Hiedurch wird die völ- 
lige Identität beider Definitionen festgestellt, so dass es gleichgültig ist, ob 
man die Curve durch die Ordnung und die Zahl ihrer Doppelpunkte, oder 
ob man sie durch die Form (23.) characterisirt. 

Was zunächst die Ordnung der Curve (23.) betrifft, so wird dieselbe 
ermittelt, indem man in den Ausdruck einer Geraden eia:i+C2X2 + <^3^ = 
jene Werthe der x substituirt, und die Anzahl der Schnittpunkte der Geraden 
mit der Curve ermittelt. Man findet die Gleichung 

(CiA+C2/2 + C3/3)^ilf-(Ciyi + C2^-f-C3y3)'iV = 0. 

Dieselbe ist fär z von der n*^" Ordnung, daher auch n die Ordnung der Curve, 
da das Auftreten von den c unabhängiger Factoren ausgeschlossen wurde. 

Die Doppelpunkte der Curve (23.) bestimmen sich dadurch, dass für 
zwei verschiedene Werthe z, z\ die dem Doppelpunkt im Verlauf der sich 
in ihm schneidenden Zweige entsprechen, proportionale Werthe der Coordi- 
naten herauskommen müssen. 

Man hat also ein zusammengehöriges Werthepaar z, z* aus den Glei- 
chungen zu bestimmen: 

(24.) U.iM+if^iN = a(rW«'+V2yN'), 

wo die obem Striche auf das Argument b' hinweisen sollen. Werden nun 
die Unterdeterminanten, welche man durch Weglassnng einer Yerticalreihe 



aas dem unvoUstindigen System 




fi <SPi 


n <pu 


A Vi 


fi 9^» 


fi <Pi 


fi 93» 


«Aalt, dividirt durch i—i', durch 




F, *, 


F', * 



bezeichnet, so folgt aus (24.) das folgende aequivalente System: 
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= F : 4>: F' : *'. 



oder 



(25/ 



Beide Gleichungen unterscheiden sich nur durch Yertauschung von si mit »'; 
beide sind für das erste Argument vom Grade i»— 2, fQr das zweite vom 
Grade 2ii— 6. Die Gleichung, welche nach Elimination von s' übrig bleibt^ 
ist nach Abel durch i2(j8^j5) theilbar, und der Rest also vom Grade 

(«--2)H(2ii-6)'-«3ii-8 = (5ii-l6)(ii~3). 

Aber auch noch die so erhaltene Gleichung besitzt einen flberflflssigen 
Factor. Denn die Gleichungen (25.) bedingen rückwärts die Gleichungen (24.) 
nur dann, wenn nicht F, 4^, F'y 4^' gleichzeitig verschwinden. Dies kann 
in der That geschehen; und ein davon herrührender Factor muss noch in der 
letzten Gleichung unterdrückt werden. Betrachten wir die Gleichungen (25.) 
als Gleichungen zweier Curven mit den Coordinaten si, x!^ so sind f&r die- 
selben diejenigen Punkte, in denen F, <Py F\ <P' gleichzeitig verschwinden, 
Doppelpunkte; ist die Zahl solcher Punkte gleich (»^ so erniedrigt sich die 
Anzahl der übrigen Schnittpunkte um 4^^ und der Grad der oben erwähnten 
Endgleichung reducirt sich auf 

(5»-16)(fi-3)-4p. 

Es kommt also nur noch darauf an, die Anzahl von Lösungen zu be- 
stimmen, welche die Gleichungen 

F=0, * = 0, F' = 0, *' = 

gemeinsam haben. Aber die dritte und vierte Gleichung ist immer eine Folge 
der beiden ersten. Denn da der Entstehung dieser Ausdrücke nach identisch 

so finden für F=0, ^=^0 immer die Gleichungen statt: 

FYi+^'Vi = 0, 

Fr;+*Vi = 0, 

aus denen im Allgemeinen immer F' = 0, ^' = folgt. Es ist also q die 
Anzahl von Lösungen, welche den Gleichungen F = 0, ^ = gemeinsam sind. 
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Nun sind die Ordnungen dieser Ausdrücke 

für ä: ä— 1 und Ar— 1, 
für «'; A+*-l; 

daher kommt nach Elimination von si eine Gleichung vom Grade {h+k'-'i){k+k—2) 
= (ii— 3)(ii— 4). Dies also ist der Werth von p, und der Grad der zu be- 
stimmenden Endgleichung ist 

(5ii-16)(»«3)-4(i»~3)C»-4) = n.tt-S. 

II II Q 

Dies stimmt mit der Existenz von --^-» — Doppelpunkten flberein. 

Denn da jedem Doppelpunkte zwei Argumente zukommen, so mflssen n.n— 3 
Argumente gefunden werden. Die Gleichung fi.n— 3'^" Grades aber hat die 
Eigenschaft, dass aus (25.) immer eine Wurzel z' eine rationale Function 
von si, und n dieselbe rationale Function von z' wird. Man löst also jene 

Gleichung mit HQlfe einer Gleichung vom Grade — ^-^ — , und von -^x — 

quadratisdien Gleichungen. 

So ist nachgewiesen, dass die Curve it'"' Ordnung, deren Coordinaten 

II II o 

die Form (23.) annehmen können, immer —^ — Doppelpunkte besitzt, und 

also immer von der Eingangs betrachteten Art ist. Von diesen Doppelpunkten 
können einige in Rflckkehrpunkte fibergehen: dies tritt ein, sobald die Grössen 
Zf z' eines zu einem Doppelpunkte gehörigen Paares einander gleich werden. 

§. 8. 

Bedingungen ftlr das System der Schnittpunkte der gegebenen mit einer andern 

algebraischen Curve. 

Wenn eine Curve m^^' Ordnung die gegebene Cunre schneidet, so 
treten zwischen den Parametern der nrn Schnittpunkte gewisse nothwendige 
Beziehungen ein, welche von der Natur der Curve m*^' Ordnung unabhängig 
sind, und nur von der Zahl m selbst abhängen. Das Abelsche Theorem lehrt 

II __4 II O 

diese Bedingungen kennen. Man weiss, dass die Anzahl derselben ^ 

ist, sobald m grösser als n— 3 wird, während sie fflr kleinere Werthe von 
m sich vermindert. Diese Bedingungen sollen nun aufgestellt werden. 

Denken wir uns die Gleichung irgend einer Curve m'"' Ordnung ge- 
geben, deren Durchschnitt mit der vorliegenden Curve untersucht werden soll. 
Fflhren wir in diese Gleichung die Ausdrflcke (23.) ein, so haben wir eine 

30* 
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Gleichung in &, welche die gesuchten Schnittpunkte liefert. Diese Gleichung 
hat, jenachdem m ungrade oder gerade ist, eine der Formen 

P|/Jlf+Ö|/iV=0, P+Q}fMN==0, 
wo P^ Q rationale Functionen von t sind. Ich will diese beiden Formen 

zusammen durch 

(26.) PiU+QiV =: 

bezeichnen, wo denn immer UV = MN. Die rationale Gleichung in z ist dann 

P^17— PT=0, und nennt man die Parameter der Schnittpunkte »i, »29 ••• ^mny 

so ist immer 

(26".) P'U-Q'V = /ir.j5-«|.Ä-Ä2...Ä-Ä«,. 

Denken wir uns die Curve m^^' Ordnung beweglich, so dass auch das Schnitt- 
punktsystem sich continuirlich ändert, so folgt aus dieser Gleichung 

(27.) ^JlTT, = -log ^+Const. 

Aber das Abekche Theorem (Bd. III, p. 314 dieses Journals) liefert aus (26"*.) 
auch noch folgende Gleichung: 

SO dass aus (27.), (28.) die Combination folgt: 

-£rjm±J^d.. = -21og^>^+g>^^ + Const. 

Diese Gleichungen sind fflr is identisch, so dass man dieser bei den In* 
tegrationen als constant betrachteten Grösse noch jeden beliebigen Werth bei* 
legen kann. Setzen wir zunächst in (28.) i5 = oo; dann ergiebt sich das 
Additionstheorem für die Integrale erster Gattung: 

(30.) y _^_ = Const. 

Bezeichnen wir ferner durch a^ b das Parameterpaar irgend eines 
Doppelpunktes. Nach (24.) finden dann immer Gleichungen von folgender 
Form statt: 

Der Ausdruck PyU+QyV also, welcher nichts Anderes ist, als die Gleichung 
der Curve m^*' Ordnung, wenn darin die x^ durch die Ausdrücke fi^M+gfif/N 
ersetzt werden, erfallt die Gleichung 
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Diese Gleichung kann man benutzen um aus (29.) eine weitere Reihe von 
Combinationen zu bilden, welche von den Coefficienten der Curve m^' Ord- 
nung vollkommen unabhängig sind. Denn bildet man die Gleichung (29.) 
einmal für s = a^ das andere Mal fOr z=^by so giebt die Differenz beider 
Gleichungen 

oder, wenn man will, gleich Const. ~-2iitlogc^ was dasselbe sagt, da c von 
den Coefficienten der Curve m^"" Ordnung unabhängig ist. Solcher Gleichungen 

wie (31.) giebt es ' ^ , den verschiedenen Doppelpunkten entsprechend; 

diese, mit (30.) zusammen, bilden das vollständige System von k 

Bedingungen, denen das Schnittpunktsystem zu genügen hat. Es ergiebt sich 
also der Satz: 

Wenn ai, 6i; Oi, 62; • • • »».»-3^ i».«-.3 die Parameterpaare der 

2 2 

Doppelpunkte sind, so müssen die Parameter ssg, !^y ... «»» solcher 
Punkte der Cur^oe (23.)^ welche zugleich auf einer Curve m'^'' Ordnung 

liegen, den ^ Bedingungen genügen: 



y / ,— — = Const. 



(1.) l^ffM+iKTa ^^fM±J[^U,^ = Const., 

fa,b=^ai^ bi\ 02,62; •••«•^«-s^ ^ «».»»-a y 

trofrej die Werthe der Constanten nur noch von der Natur der gegebenen 
Curve selbst und von der Zahl m abhängen können. 

§. 9. 

Einführung der elliptischen Functionen in die Bedingungen ftLr das 

Schnittpunktsystem. 

Die Bedingungsgleichungen (I.) können einfacher dargestellt werden^ 
indem man an Stelle der Parameter ss die zugehörigen elliptischen Integrale 
erster Gattung als Argumente einfahrt. Denken wir uns wieder statt jb einen 
linearen Ausdruck in « gesetzt, und seine Coefficienten so bestimmt, dass 
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-^MN bis auf einen constanten Factor in }/«.l— js.l— i^is übergeht, und setzen 
wir dann 

n == sin^amtf ^ a = sin^ama^ b = sba^nmß, 
so verwandeln sich die Gleichnngen (I.) in 

tti+W2+*--+»«M. = Const., 

'^"Ir ^in*^'"/^^'P*^'P^< I Q /"r sinainacosama^aina %intimßcosusißJamfl '\, ) 
i^i \ ® Bin'ama— 8in*aint<< •/ L sin'araa— sin'amiij 8iQ*am/y-8in*amtfj~'J * 

= Const. 

Die letzte Formel aber verwandelt sich nach Jacobi (dieses Jonmal Bd. 39, 
p. 348) in 

Const. = ^jlog?|H;5E^?l^ 
und wenn man das Glied 

als wegen der ersten Gleichung conslant in die Constante eingehen Usst, 
wenn man sodann die Formel 

anwendet, erhält man endlich: 



oder auch 

g(a-M,)g(a-w,)...ir(a- ««.) _ „ 

ir(/j-i,,)ir(/J-«.)...ff(A~««.) ~ ''"""• 

und so finden sich die Formeln (I.) ersetzt durch das System: 

ii.ff — 3 



(ä = 1,2,...-^^:^) 



Die erste dieser Gleichungen hätte man auch unmittelbar aus dem 
Theorem des Hm. Hermite schliessen können, und zugleich hätte man die 
Constante c gleich Null gefunden. Nach jenem Satze wird nämlich immer^ 
wenn » = sin' am u gesetzt vrird, fflr u identisch 
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und zQgleich ist 

wenn dorch das Congrnenzzeichen angedeutet ist, dass linke und rechte Seite 
sich nur um ganze Vielfache der Perioden 2fiK+2yiK' unterscheiden sollen. 
Dies giebt offenbar die erste Formel der Systeme I., H., und zwar findet sich 
dabei c^O. 

Um die anderen c zu bestimmen, bemerke ich zunächst, dass, wenn 
die einzelnen u^ nm 2iLit,K+2vikiK' wachsen, und dadurch ihre Summe um 
2fiK+ 2y%W vermehrt wird, die linke Seite der zweiten Gleichung (II.) um den 



Factor e ^ ^ ^' zunimmt (vgl. das unten aber die Perioden Gesagte). Da- 
her ist es zweckmässig auch hier das Congruenzzeichen anzuwenden; dann 
kann man die Oa als absolut bestimmt ansehen, und die Logarithmen beider 

Seiten der zweiten Gleichung (II.) können sich noch um 2mhVi — jr(^h—ßh) 
unterscheiden. Die Gleichungen (II.) gelten, wie auch die Curve m^^' Ordnung 
in einfachere Curven zerfallen möge. Denken wir uns nun die Curve m*''' 
Ordnung, um deren Schnittpunktsystem es sich handelt, in m Gerade aufge- 
löst, und bezeichnen wir durch y^ die zu m = l gehörigen Werthe der c^^ 
so folgt offenbar 

wo nun die y von m unabhängig sind. Es bleiben also nur die Grössen ^ 
noch zu bestimmen. 

Diese Grössen bestimmt man aus dem Werthe m = ii— 3, indem man 
eine Reihe von Curven (n— 3)*^' Ordnung bildet, für welche die Argumente u 
von vorn herein bekannt sind. Erstlich nämlich kann man eine Curve (n— 3)*''' 
Ordnung durch sämmtliche Doppelpunkte legen. Die Argumente ihres Schnitt- 
punktsystems sind 

«19 Pn «29 P29 • • • «n^w--S9 P«.«-^ ' 

2 2 

Die der zweiten Gleichung (II.) entsprechenden Gleichungen werden dabei 
sämmtlich illusorisch, und es bleibt nur 

(32.) :S{a,+ß,) = 0. 
Man erhält also hiedurch nur den Satz: 

Die Summe der den Doppelpunkten entsprechenden Argumentenpaare ist 
gleich einem ganzen Vielfachen der Perioden. 

Wenn man nun Curven n— 3''*^ Ordnung legt, welche durch alle Doppel- 
punkte mit Ausschluss eines derselben («a>/?a) hindurchgehen, so hat man 
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noch eine Bestimmung zu seiner Verffigung. Diese soll so getroffen werden, 
dass die zwei noch flbrigen Schnittpunkte mit der Cnnre n*^' Ordnung zu- 
sammenfallen. Es wird also eine Gurre (n — S)*""' Ordnung gesucht, welche 

durch —^-5 1 Doppelpunkte geht, und die gegebene Curve berührt. Ist 

u das Argument des Berührungspunktes, so giebt zunächst die erste der 
Gleichungen (II.) mit Rücksicht auf (32.) 

also für u die vier Werlhe 

u = — 2 — , — 2 f-Ä, — 2 r«Ä , — g j-Ä+tÄ . 

Es folgt daraus ^ « 



. tf(cr,-u) y^^ Oder =c-'' 



•h 
und die von den Gleichungen (II.) allein flbrigbleibende Gleichong, welche 

dem Doppelpnnkle r,. , [i^ entspricht, liefert die Formel zur Bestimmung von yi^ : 

wobei der über das Productzeichen gesetzte Punkt andeutet, dass dem Index 
t alle Werthe von 1 bis — ^-^ — , mit Ausschluss des Index h beigelegt 

werden sollen. 

Hiedurch ist die Bestimmung der Constanten geleistet, und man kann 
das Resullat der Betrachtung in folgenden Satz ausdrücken: 

Die Argumente u des SckmUpunktsystemes einer Cmrte ni^' Oränsmg 

11— 1 n 2 

mit der gegebenen Curve müssen den folgenden 5 Bedingungen 

genügen : 

«j + «^i + --+ti«, ^ 0, 



«rr.mM 



(HI.) \ " Hiß^- u,) == 1^^ HCß,-a:)H(ß^-ß,) 

A = l, 2, ""-^ 



t • 



2 

Man kann diesen Satz noch modificiren, indem man ihn für eine Curve 
HUHSpriohl, welche durch einige der Doppelpunkte geht. Sind «i, /3i; Oj, 
fti'n ... (*,4^ l^fi ^''® Parameter derjenigen Doppelpunkte, durch welche die 
('urvo w**" Ordnung nicht gelegt ist, so wird von den aus der zweiten Glei- 
rhunti (111.) herrührenden Bedin{fungen jede illusorisch, für welche h>u. 
miil Oft bleibt folgender Satz: 
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Wenn eine Curve m!*' Ordnung durch — ^-^ 1^ Doppelpunkte der 

Curte n'^'' Ordnung gelegt i$t, und e$ eiud a^, /3i; et , Z?,; • • • c(.<i> ß,ji 
die Argumente der übrigen Doppelpunkte, $o sind die noch übrigen 
mn'-n{n—S) + 2!ti Schnittpunkte beider Curten den folgenden fi+i Be- 
dingungen unterworfen: 

A = 1, 2, ... ;«. 



§10 

UmkebruDgBproblem. 

Ich gehe jetzt zu der Aufgabe über, aus einer gegebenen Anzahl von 
Schnittpunkten die übrigen zu bestimmen. Ist ifil>ii— 3, so bestimmen sich 



immer g — — durch die flbrigen, sobald unter den gegebenen Punkten 

kein Doppelpunkt ist. Sind aber unter den gegebenen Punkten -^ fi 

Doppelpunkte, so bestimmen diese eine doppelt so grosse Anzahl von Ar- 
gumenten, und es bleiben nur noch /i+1 Schnittpunkte zu bestimmen flbrig, 
$0 dass immer die Anzahl der aus den Gleichungen (III.) 9 (IV.) bestimmten 
ScbnUtpuHkte die Anzahl der nicht dem System zugehörigen Doppelpunkte um 
Eins übertrifft. Denken wir uns also, um möglichste Allgemeinheit zu be- 

wahren, das Schnittpunktsystem enthalte -^ fi Doppelpunkte mit den 

Argumenten a^+i, /?^+i; «^+.«9 i^^^?; -«.^ wid ausserdem noch *— /u— 1 
smu— 11(11— 3)+/i—l gegebene Punkte mit den Argumenten 

Die Argumente tf|, tf2, ... u^^i der noch flbrigen Schnittpunkte sind 
dann nach (IV.) aus folgenden Gleichungen gegeben, in welchen alles Ge- 
gebene in die rechten Theile geworfen ist: 

JvmnuX ftr Hathematik Bd. LXIV. Heft 8. 31 
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= «•■ 



Die Aufgabe, aus diesett GJeichungön die Grössen 

mittels einer Gleichung (Az+iy**" Grades zu finden, umfasst (abgeseheft von 
den speciellen Werlhen der rechten Theile) ein Urokehrungsproblem von all- 
gemeinem analytischen Interesse, insofern es ans dem /aüo6tschen Umkehmngs- 
problem fOr Abelsche Functionen hervorgeht, sobald die ^6efechen Integrale 
durch Specialisirung ihrer Constanten in elliptische Integrale ausarten. Für 
/u = 1 ist ein besonderer Fall des Problems, auf einem von dem hier zu ver- 
folgenden abweichenden Wege, vou Hrn. Ro$enham im ersten Capilel seiner 
Preisschrift Über die vierfach periodischen Functionen gelöst worden. 

Die Lösung des Umkehmngsproblems gelingt durch Anwendung des 
schon wiederholt benutzten ITermtleschen Satzes. Hau setze zunflchst 

•^»«.-^ThT. «'=«'-;i+r' /^'=Ä-jqri- 

und drücke die u durch die ^ aus. Dadurch findem sich die Gleichungen 
(V.) nur insofern^ als überall die gestrichnen Buchstaben an Stelle der früheren 
treten, und als die erste Gleichung übergeht in 

Dieses aber ist die Bedingung, unter welcher der Ausdruck 

((9(0/))^+^ 

nach dem erwähnten Satze in die Form einer ganzen rationalen Fmietton von 

|/z' = sinamQ>' und von yl— V.l— &^V gebracht werden kann, deren Coef- 
ficienten dann nur noch von den ^ abhüngen. Diese Function ^(«') nimmt, 
wenn ju ungerade ist, die Form an 



*(V) = f^(V)+f^(äOY*'-1-*'-i-*'*'» 
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WO die F ganze Functionen ihres Arguments sind, deren Ordnung durch ihren 
Index angezeigt ist. Wenn aber fi gerade ist, so hat man 

1 2 

in beiden Fftllen enthält ^ noch fi+1 unbestimmte Coeflicienten. 

Nach Einfflhrung dieser Function <f^{z') nehmen nun die Gleichungen (V.) 
die Form an: , ä/ä-x v/i+i 



(34.) 






In diesen Gleichungen ist alles bekannt, bis auf die Coeflicienten der Function 0^ 
und man kann daher die Verhältnisse derselben aus den Gleichungen (34.) 
auf lineare Weise bestimmen, wozu die Anzahl derselben gerade hinreicht. 

So ist nun 4>(«') eine vollständig bekannte Function; wir wissen aber 
aus der ursprünglichen Entstehung derselben, dass sie fflr w'z=zu\^ t^v^^+i 
verschwindet. Die fi+l Wurzeln der aus * = durch Quadriren ent- 
stehenden rationalen Gleichung in ss' mfissen also sein 

(35.) ai = sin' am «1 , »i = sin' am «i , ... si'^^^ = sin' am u[^^i , 

wozu die Gleichung * = selbst dann den Werth von ^äM— äM— Ar'a' 
liefert, und so die u vollständig bestimmt. Um die Gleicbung = aufzu- 
stellen, deren Wurzeln die Grössen (35.) sind, hat man also nur aus (34.) 
mit Hinzufflgung von 0(2') = die unbekannten Coefficienten zu eliminiren, 
und die resnltirende Gleichung rational zu machen. Hat man so die si' und 

die Werthe von j/aM— äM — At'ä' gefunden, so liefert das Additionstheorem 
die Werthe der z und der Ausdrücke YssA—zA—k^s ohne Weiteres. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dM$ man immer nur, und zwar mittels 
Auflösung einer Gleichung fi-^-V^ Grades y ein einziges System oberer Grenzen 
angeben^ kann^ welches die Gleichungen (V.) befriedigt. 

§. 11. 

Andere Behandlung des Umkehrungsproblems. 

Ich werde jetzt einige Forqeln entwickeln, welche eine andere Be- 
handlungsweise des Problems gestatten. Zu diesen führt eine genauere Unter- 

31* 
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suchusg der aii8 den GleidmogeD (34.) und aus ^(V)=rO ratspringenden 
Resultante, welche, gleich Null gesetzt, n[^ js^, ... i^^i lieferL Dieselbe ist 

offenbar in Besng auf die Grössen ( ^ fj\ / ^^* linear; und sie entsteht 
also ans der symbolischen Gleichung 

wenn man an Stelle der Producte der a, ß passende Ausdrücke treten lisst. 
Diese Ausdrflcke sind alle gleich gebildet, und es entspringen alle aus dem 
ersten, indem an Stelle der a successive mehrere der entsprechenden ß ge- 
setzt werden. Bezeichnen wir demnach die CoefBcienten von 1, — e^s — e^s 

e^* '*■*'* . . . durch 

so ist der erste derselben, der allein betraditet zu werden braudit, die Re« 
sultante aus 

*(coO = 0, 0(a[) = 0, *(«;) - 0, *(a;) = 0, 

also eine altemirende Function der fi+i Argumente. 

Nach dem JTennJfeschen Satz aber kann diese Resultante ersetzt 
werden durch 



c- 



^^f^ — ^. 



wo C von (o' nicht mehr abhAngt. Da nun durch Vertauschung Ton co' mit 
einem der a' die Function nur ihr Zeichen wechselt, so kann man setzen 

{öl.) {(0,a,,a^...a^) = {0(iaOÖ(a;)d(«;)...6(«')}/'+^ ' 

wobei J das Product der H aller Differenzen der Argumente bedeutet, die 
Differenzen so gebildet, dass immer ein folgendes Argument von einem vor- 
angehenden abgezogen wird, 

Ersetzen wir in diesen Ausdrflcken die (o', a! ... wiedw dorch die 

CO ^jT-, a -jj^ . . •, so kann man an Stelle von (36.) die symbolische 

Gleichung 

(38.) n{o}) ^'T{{a^^e%) = . 

isl 
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treten lassen, und muss dann die Prodncte der a, ß ersetzen durch Ausdrücke 
Yon der Form 

Dabei ist nur im Nenner der Factor Q\m 'jrrj entfernt, weicher allen 

Ausdrücken gemeinschaftlich ist, und die flbrigen Factoren des Nenners sind 
gegen die in dem froheren symbolischen Producte auftretenden Potenzen der 
6 aufgehoben. 

Da nun, abermals nach dem J7enm7eschen Satz, 

so hat man auch 

ß(ai) = K.H{m^u,).H{üi-Ut)...H{p-u^^i)^ 

ond dabei ist K Ton m unabhängig. Um zunächst diese Grösse fortzuschaffen, 
dividire ich diese Gleichung durch diejenige, welche durch Vertauschung von 
CO mit einer beliebigen andern Grösse coo entsteht, und erhalte: 

Aus dieser Formel entspringt eine Reihe Ton bemerkenswerthen Gleichungen. 
Ersetzt man zunichst co und coo durch die Werthe 0, K, iK\ K^rit^i so ^r* 
hilt man: 

I^Zi.Z3...z^4i = tl sinamtfj 



(41.) 



*-g+i 

yi— »,.1— »J...1— »(„+1 = n cosamnb 



^ Vk.*Vq ^ 












inu 



«(ir+iiro 



= (,^::t./^' ..''•i:^^- 



Lassen wir femer in (40.) ci> in — oi^ aio in — oio flbergehen, und be- 
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merken, dass 

JJ(fti— ti)jff(w + t*) ö'(«) Bin' am « — sin' am w 



SO finden wir: 



wo 



z = sin^ am cü, «„ = sin"^ am w^ . 



Wenn wir in dieser Formel für z, Zo eine Reihe specieller Werttie selsen, 
so erhalten wir lineare Gleichungen zur Bestimmung der symmetrischen 
Functionen von jSi, «29 ••• ^/i-hi? ^^^ ^^^ ^^^^ ^uf diese Weise im Stande, 
direct eine Gleichung aufzustellen, deren Wurzeln die Grössen » sind; eine 
neue Art, das oben ausgeführte Umkehrungsproblem zu behandeln. 

Die Gleichung (42.) liefert eine einfachere Form der rechten Seite, 
sobald man für z, ss^ ein Parameterpaar a, b eines der fi Doppelpunkte, und 
also für £0, cü,, ein Paar der Reihe «,, /J^; «2^ A; • • • «^5 ßu wählt. Als- 

dann ist wegen (40.) ^ |:^':^ = e% und man hat demnach a Gleichungen der 

folgenden Art: 

Die angeführten Formeln des Hrn. Rosenhain gehen aus den hier ge- 
gebenen hervor, wenn man ^ = 1 und ß = —a setzt, durch welchen letztem 
Umstand einige specielle Vereinfachungen eintreten. 

§.12. 

Periodicität. 

In dem soeben betrachteten Umkebrungsproblem sind die Grössen 
3i, :93, ... is^^i oder ihre symmetrischen Functionen periodische Functionen 
von r, f?i, «2, ... f?^, und zwar (/t +2) fach periodische. Die eine Classe 

der Perioden umfasst fi derselben, und rührt von den Exponentialgrössen e > 

her. Die z bleiben unverändert, wenn man irgend eine der r^ um 2hiny'-i 
vermehrt. Dagegen rühren die andern beiden Perioden von den elliptischen 
Integralen her. Vermehrt man r um 2nK+2niK\ so können dabei sSmmtliche 
f ungeflndert bleiben, vorausgesetzt nur, dass man gleichzeitig die r, gehörig 
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Ändert. Geht nämlich tt« in u^-\-2mK-\^2niK üher, so verwandelt sich 
'in 






e ' 



H(ßi-ui-) 
Erhallen also alle u ähnliche Zuwachse, und bedeutet jetzt m die Summe 

aller m, n die Summe aller «, so geht Vi in r, + ^^|7" il^i—ßi) Ab^r. 
Gehört also ein gewisses System 

ZU den Variabelh 

ffj f?i, ... ^fif 

so ist das allgemeinste System von Yariabeln, welchem dieselben Grössen z 
angehören, folgendes: 

(44.) (ei = c,+2A,m+-5^(«,-/9,), 



IttfS 



wobei die m^ n^ A Ton einander unabhängige, willkflrlicbe ganze Zahlen 
bedeuten. 

§. 13. 

Ein specieller Fall des Umkehnrngsproblems. 

Es soll jetzt die Frage nntersncht werden, welche Bedingung zwischen 
den Grössen e, Oi, ... o^ eintreten muss, damit dieselbe gleich Ähnlichen 
Ausdrücken wie (V.) werden, nur mit einer Unbekannten u weniger; damit 
also Gleichungen folgender Art bestehen: 

»i+«»H—'+«^ = e, 
J(/?,-ii.)ff(/J,-u,)...irOf.-i.^) - * ' 

^iiO?.-ii,)ir(Ä-»,)...iy(A-»/.) ~ * 

Jir(«^-ii,)g(a^— ii,)...g(c^-M^) _ v^ 
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Dieser Fall lässt sich ganz nach Art des oben gelösten Umkehrnngsproblemes 
behandeln; ja man liann die oben entwickelten Formeln hier wiederum be- 
nutzen. Man bat nur die Function 4> hier durch eine andere zu ersetzen, 
welche nur fttr /i Werthe verschwindet, und sodann aus einem System von 
Gleichungen wie (34.) zu eliminiren. 
Setzt man also 

und bildet man eine Reihe Ähnlicher Ausdrücke, indem man an Stelle der a 
allmfilig die ß elnfflhrt; ersetzt man endlich diese Ausdrücke symbolisch 
durch die Producte der a und ß, so ist die gesuchte Eliminationsgleichung 
in der symbolischen Formel enthalten: 

(46.) {a,^e'^ß,){a,^e'>ß,) ... (ct^-e^ß,) = 0. 

Ich werde jetzt einen besonderen Fall untersuchen, in welchem diese 
Gleichung erfüllt sein kann. In diesem Falle ist 

(47.) { .k.-.f. 9^i(«i-ßi) 

Die Quadratwurzeln sollen so genommen werden, dass, wenn 

gesetzt wird, 

was durch passende Wahl eines einzigen Vorzeichens ermöglicht wird. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles wird sofort deutlich, wenn 
man die Werthe von e und e^' in die Gleichungen (45.) einführt, und sodann 
die erste Gleichung mit 2 multiplicirt, die andern quadrirt. Hit Hinweglassang 
von Vielfachen der Perioden erhfilt man dann: 

A = 1, 2, ... /u. 
Dies sind die Gleichungen (IV.) fürm=:ii— 3, wenn man die Argumente paar- 
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weise zusammenfallen Ifisst, nnd sie stellen also die Bedingungen dar für die 

n 11—3 
Argumente einer Curve (»—3)*^ Ordnung, welche durch -^-^ /i Doppel- 
punkte geht, und die Curve vierter Ordnung noch in /i verschiedenen Punkten 
berührt. Es zeigt sich, dass solche Curven möglich sind, dass aber zwischen 
den ganzen Zahlen p, g, hi^ , . . h^ eine Bedingung stattfindet. 

Betrachten wir das Aggregat zweier Ternle von (46;) deren ejner 
etwa in ^*'' +*'»+•••+"'■ multiplicirt ist, wAhrend der andere durch den Factor 
^r+i r+2 V fi characlerisirt wird. Dieses Aggregat ist, wenn K die Summe 
€i, D2, • • • ^/i bezeichnet: 

Idi dlvidire durch 

nnd betrachte den Ausdruck: 

(50.) ± ( [^t>^t>..'/>r>grH-ly'..g/i] ^ ^(v,+w,+^.+«r)-|-(— iy«^Y 

Nach der Definition der eingeklammerten Ausdrücke hat man nun für das 
erste Glied der Klammer: 

^(A'f^t + **'+/yf + «r^t+..* + ^/<'^e) dQflt,ß^f...flr9€Lr+tt'**»M^ 



WO 

Ist nun 
00 ist auch 

Bezeichnet ferner immer iy f einen der Indices 1, 2^ .. . r, k, H einen der 

II ||_,3 
Indices r+1, r+2, ... -^ — , und sind die 77 fortan Zeichen von Diffe- 

rmiqprodneten, so kann man statt obigen Ausdrucks folgenden setzen: 

loomtl fOr MftthemaUk Bd. LXIV. Heft 8. 32 
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Fflhrt man dies und den Werth von e ein, so enthalt der Ausdruck (50.) 
den Factor 

''9uic+pK+qiK')'^^ ^^ "^ -^ 

und er verschwindet also, wenn dieser Factor verschwindet; ja die ganse 
Gleichung (46.) ist erfällt, wenn alle Factoren dieser Art gleichseitig zum 
Verschwinden gebracht werden können. Dies hängt von den Zahlen p, q 9ib\ 
man hat 

H(a+pK+qiKO'^^ ^ HQg+pK+qiK')''^ ^ 

Wenn man nun diesen Werth in den obigen Ausdruck eipfbhrt, und die Werthe 
von Qj substituirt, so bleibt nur die Gleichung übrig: 

und man bat den Satz: 

Die Gleichungen: 

in denen Py q^ K gansse Zahlen bedeuten, und wo die Vorzeichen der 
Quadratwuneln $o m wählen sind, dose das Product aller gleich 

ist, können immer zueanmen bestehen^ eobald 

(51.) iq+i)ip+iHh,+h,+".+h^ = ft+i (mod. 2). 
ie ca den u gehOrigea 2 zu finden, wenn die Gleichungen (45.) .«uammen 



ti*r 
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bestehen können, bat keine Schwierigkeit: man Iflsst eine der Gleichnngen 
«na, nnd hat das froher behandelte Problem vor sich. 

§. 14. 

Eiafluss von Bttckkebrpunkten. 

Wenn von den -^-5 — Doppelpunkten der vorliegenden Cnrve n 

Ordnung einige in Rückkehrpnnkte übergehen, so treten in den Betrachtungen 
der vorigen Paragraphen nur wenige Modificationen ein. Für einen solchen 
Punkt wird dann ß = a+€^ und « convergirl gegen Null. In dem Abelschen 
Theorem (II. oder III.) tritt daher an Stelle des Quotienten H{af-n)\H{ßr-u) 
der Ausdruck 

und die betreffende Gleichung des Äbelschen Theorems wird 

WO der Werth der Constante aus dem der früheren Constante durch einen 
Grenxflbergang leicht zu ermitteln ist. Aber auch in dem Umkehrungspro- 
blem (V.) tritt an Stelle der betreffenden Gleichung eine andre; man muss 

setzen, und erhalt: 

B^a,^u,) "^ ITC«,-«,) "*■ ""^ ff(«.— ti;.+0 "■ ^' 

Das Resultat des Umkehrungsproblems ist aus dem früheren noch immer durch 
einen Grenzübergang leicht abzuleiten; aber es ist wichtig, daee durch da$ 
Eintreten diesee Rüekkehrpunktee die eine Periode ausfällt^ nfimlich diejenige, 

welche von der Exponenlialgrösse e ' herrührte. Bei x Rückkehrpunkten ist die 

f 1 n — - 3 

Anzahl der Perioden also nur noch -^-^ h^—x; und wenn eine Anzahl 

von Doppelpunkten bei dem Umkehrungsproblem ausgeschlossen wird, so dass 

nur noch fi übrig bleiben, unter denen sich x' Rückkehrpunkte befinden, so 

reducirt jene Zahl sich auf fi+2—x'. 

Eine obere Grenze für die Anzahl von Doppelpunkten, welche in 

Rückkehrpunkte übergehen können, liefert die Zahl der Wendepunkte der 

3ii 
Curve, welche 3i»— 2x ist. Die Anzahl der Rflckkehrpunkte kann also -^ 

nicht überschreiten. 

82» 





icfc sich jetst wende, 
HfiratoDden GrAssen 




GfftaseD nur um 



.* 



4. 



IL 



} sehn dann in die 



^ 






+f5'C«.-Ä), 



Uf 



• = a*..^«+f-=-(a,^-/J^^) 



^""* ^ 



jfeHwIfiw 



I' 



• • 



lü» Car*« •'" Ordnm; dordi -^ ft Doppelpunkte 

ti.. ^ ■ ■ . (• SKä auf die abrigen IK^^p^nnkte beziehen: 



»^%_- •CJviJI* ^ 



.vjt« 






M"- . ^-»'-..•— r«^*^ ^ 5i*^«-^-r^v«i.— **^) 



«V ^ 4iw $*•»•• i»»w ^ *»w p » «fi^ aMMsdüiessen 
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Man kann von diesen Gleichungfen ausgebend, alle diejenigen Probleme 
behandeln, welche ich in meinem Aufsatz Aber die Anwendung der ^6e/schen 
Functionen in der Geometrie, Band 63, pag. 189 dieses Journals fflr Curven 
ohne Doppelpunkte, und welche ich in diesem Bande, pag. 43 fflr Curven mit 

^ Doppelpunkten gelöst habe. Ich werde mich, da die Methode ganz 

dieselbe bleibt, begnflgen, für den vorliegenden Fall die folgenden S&tze 
anzufahren. 

I. Ist iii^it~2, und sind auf der Curve n^^' Ordnung ausser 

-^—5 — -— /u Doppelpunkten, noch 

mn-n{nS)+2iLi-r(fJi+i) 

Punkte gegeben, durch welche sämmtlich eine Curve m*''' Ordnung gehen 
soll, während eon den übrig bleibenden fi Doppelpunkten x' in Rückkehr^ 
punkte übergehen, so kann man diese noch auf f^^^""' verschiedene Arten 
so legeuy dass dieselbe mit der Curee vl^' Ordnung in u +1 verschiedenen 
Punkten eine r punktige Berührung hat. 

Legt man eine Curve ivi*'^ Ordnung durch die festen Punkte so wie 

fi fi — ^ 
durch jene -— /J' Doppelpunkte, und lässt sie zugleich durch die 

Berührungspunkte von r—l Curven gehen, welche aus obigem Problem 
entspringen, so schneidet sie die Curve n^^'' Ordnung noch immer in den 
Berührungspunkten einer r*^" ,Curve d^selben Art. 

II. Nimmt man vr Punkte weniger als gegeben an, verlangt aber, 
dass die Curve m^'"" Ordnung in ^+^+1 Punkten r-^ punktig berühre, so 
giebt es r^+^-'' Systeme von Curven m^"^ Ordnung, welche der Forderung 
entsprechen. 

Der vorige Satz über die Lage der Berührungspunkte besteht fort; 
insbesondere aber liegen die Berührungspunkte von r Curven desselben 

Systems mit den festen Punkten und den -^-5 /U Doppelpunkten stets 

in einer Curve m^"^ Ordnung, 

III. Ist insbesondere 

m«-ii(»-3)+2^-r(w + v+l) = 0, 

so dass gar keine festen Punkte auf der Curve gegeben sind, so ist die 
Zahl der Systeme, wenn m, r relative Primzahlen, gleich r^'^'^*'; wenn aber 

mssm's, r = r's. 
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wo s>i und m', r' reUUwe PrmsMMen eind, $o i$t die Zahl der Sy- 
Sterne nur f^+«-»'-r'^+«-»'. 

Die Sähe über die Lage der Berührungsp$mkte beeteken fort. 

Diese Sfitze sind einfache Folgerungen ans den Gleichungen (53.)) und 
man erhfilt sie aus den entsprechenden Sfitzen der angefllhrten Abhandlung, 
wenn man die dort eintretende Periodenzahi 2p durch die hier eintretende 
jtt+2— x' ersetzt. 

Nur ein Umstand ist es, welcher den hier erhaltenen Lösungen einen 
besondern Charaliter giebt. Die Perioden sind nfimlich hier nicht gleidiartig, 
indem die Perioden 2K und 2iK' schon ihrer Entstehung nach sich wesentlich 
von den verschiedenen Perioden 2in unterscheiden. Die Folge hievon ist, 
dae$ die Löeungen resp. Sgeteme, deren An%aJU im Allgemeinen immer r^^*' 
woTy sich ean rom herein in r^ Gruppen theUen, deren Glieder durch gememr' 
schaflUche Werlhe eon p, q verbunden sind. Auch vertheilt sich die Ernie- 
drigung, welche die Zahl r^-^'^^*' bei III. erfahrt, wenn m, r nicht relative 
Primzahlen sind, auf diese Gruppen keineswegs gleichmfissig, vielmehr gilt 
dabei, wie man sofort sieht, folgender Satz: 

Die Systeme III. theilen sich in r^ Gruppen, eon denen die t^~-r^ 
Gruppen, für welche p, q nicht gleichzeitig durch s theilbar sind, je r^'' 
Systeme enthalten, während in den r'^ übrigen Gruppen nur je r^"»*— r'''""*' wirk^ 
Uche Systeme vorkommen. 

Die geometrische Bedeutung dieser Gruppirung kann man dadurch aus- 
drücken, dass, wenn man eine Curve m'"" Ordnung durch die — ^-g f^ Dap^ 

pelpunkte, durch die festen Punkte, und durch die Berührungspunkte von r— 1 
Cureen derselben Gruppe legt, diese noch in den Berührungspunkten einer 
f^^" Cvrf>e derselben Gruppe schneidet. 

§. 16. 

BerübruDgacurven (n — 3)***' Ordnung. 

Das Problem der Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, und 
die Erweiterung, welche ich demselben a. a. 0. fOr Curven it**"" Ordnung ge- 
geben habe, führt hier auf die im §.13 behandelte analytische Aufgabe. Man 
setzt m = ii— 3, und sucht diejenigen Curven (n— 3)*^' Ordnung, welche durch 

7" fA Doppelpunkte gehen, und ausserdem noch die Curve n^''' Ordnung 

berühren, wo sie derselben begegnen, d. h. in /n Punkten. Man Ifisst also 
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die u paarweise zusammenfallen, und findet aus (53*.) nacli Division mit 2: 

Hl +«12 +-+u^ = pK+qiK'+\2:{a^+ß,), 

«»r +«»2 + ••+«*;, — ^«^i- gÄ- 1«/* '^^^*iS gir(/?^-aO^0^/*~Ä) 

Dies sind in der Ttiat die Gleictiungen welche in §.13 zu Grunde gelegt 
wurden. Nun zeigte sich dort, dass die ErfflUbarkeit dieser Gleichungen' an 
die Bedingung geknflpft war: 

(?+l)(P+l)+At+Ä,+-.+A^ = u+l (mod. 2). 

Von den Grössen q, p, A/welcho sAmmtlich die Werthe und 1 annehmen 
können, ist also eine durch die öbrigen bestimmt, und die Anzahl der Lö« 
sungen wird also 2""^^ Sind aber unter den ausgeschlossenen Doppelpunkten 
noch x' Rückkehrpunkte vorhanden, so sind in den obigen Gleichungen ebenao- 
viele Grössen 4 auszulassen, und die Zahl der Lösungen betrAgt nur 2^'*'^^ 
Hieraus, und aus Betrachtungen, wie sie am Schlüsse -von §. 8 der 

angeffthrten Abhandlung angestellt sind, ergiebt sich folgender Satz : 

II 11—^3 
IV. Es giebt fUr eine Cur^e n*"* Ordnung mit -^ — Doppel- resp. 

Ruckkehrpunkten 2^+'-«' Curven (ii~3)"^ Ordmmg, welche durch ""'^^^ ^fi 

dieser Doppelpunkte^ eon denen x' in Rückkehrpunkte übergehen, hindurch-- 
gehen, und zugleich die Cmre noch in fi Punkten berühren. 

fi n 3 

Insbesondere, wenn ^ = — -^ — , und also die Curve (»— 3)'*' Ord- 
nung durch keinen der Doppelpunkte geht: 



*•*- ^ +1—« 
Es giebt 2 * Curven (n — 3)'"' Ordnung, welche eine Curve «"^ 

Ordnung mit ^—-^ — r^^ Doppelpunkten und x Rückkehrpunkten berühren, wo 

ti #1— ^ 
sie derselben begegnen, also in — ^-h — Punkten. 

Unter den 2 ^ Systemen von Curven 24 — 11—3'''' Ordnung 

n n 3 
(4;>^i>— 3), welche bei geradem n die gegebene Curve in hn ^-5 — Punkten 

berühren, hat die Hälfte die Eigenschaft, dass ihre Berührungspunkte mit den J9a- 
rührüngspunkten einer von den angeführten Curven {n-dy^'^ Ordnung in einer Curve 
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■ -1.U ,. , 



V'** Ordmmg liegen. Die Zahl 2 '^ iet, wenn n m$gerade, um i w 

eermindem; und dabei vermimdert sieh mn i die Zahl derjenigen Sgeteme, 
welche die angegebene Eigemechaß nicht hat. 

lieber die gegenseitige Lage der Berflhmngspimkte dieser Cunren 
(n— 3)'^' Ordnung finden noch weitere Sitse statt. Betrachten wir z. B. die 
Systeme von Carven 2(ii— 3)*^ Ordniuig, welche die gegebene Cnrve in ii.ii— 3 
Punkten berühren. Für die Berflhmngspnnkte finden dann nach (53.) folgende 
Gleichungen statt: 

•h +•, +-+u^^ = PK+QiK', 



n ji— — 3 

wob^ der Index k sich anf diejenigen —^ x Doppelpnnkte bezieht. 



welche nicht in Rfl^kehrpnnkte flbergehen. Die ganzen Zahlen H, P, Q 
dttif«! simmtlich die Wwthe oder 1 annehmen, nar nicht ^eichzeitig alle 
d«B Werth 0, w^ dann die ohigen Gleichnngen nicht mehr ».n— 3 BerOh- 
mngtpnnkte einer Corve 2 (»—3)'*' Ordnong, sondern « 



+»— r 



einer Cnrre («—3)'*' Ordnung angehen. Es giebt also 2 V —1 solcher 
Systeme. Untarsnchra wir nnn, wie oft in einem solchen System eine Cnrve 
in twd BerOhnungseuTTMi (»—3)*** Ordnung zerfallen kann. Beseidknen wir 
die den leUtera entsprechenden ganzen Zahlen dorch p, q, h nnd p', ^y h', 
•0 hat man oltebar die Bedingnngen: 

(54.) F+f' = l*, »+f' = ö, *k+*i = Ä«, 

•bar anaswdem an^ 

(y+t)(f+i)+'=g* = "-«^"-g («od. 2), 

(/+t)(f'+l)+-^*' = 2 (»od. 2). 

Trift man nun die Werlhe Ton /, f', *' in die Summe der beiden 61ei- 
ohnngea 1.55.) ein, so bleibt 

(56.) qP-^pQ = PQ+P-t'Q+^B (mod. 2). 



Mm »lebt hiaran. das« die 2^^ Systeme sich u drei Classen tbeiien. 

t P'mO 0*0 und JE'JSr=0. Diese Classe umfasst, da man 
£JLl^->if — 1 Crftitti H beliebig gleich oder 1 setkt, aber nicht alle zu- 
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» n— 3 



gleich verschwinden lassen darf, 2 ^ ~1 Systeme. In jedem dieser 

Systeme darf man fQr Ip, q, h noch die Zahlen einer beliebigen Curve (ii~-3j 



11 vyurvü \f% — i3)^^ 

•.n— 3 



Ordnung wählen. Folglich ordnen sich ffir jedes der 2 ^ —1 Systeme 



— .«-fi 



die 2 ^ Curven (n— d)*""' Ordnung paarweise so, dass jedes der 2 ^ 

Paare eine Curve 2(ii — 3)***' Ordnung des Systems wird, und dass also in 



«.«i — 3 ».fi — 3 

— * _ — = — — X— 1 



diesen Systemen Oberhaupt 2 ^ (2 ^ —1) Paare vorkommen. 

w.w — ^3 

2. F=0, ß=0, 2H=\. Diese Classe umfasrt 2 ^ ' Systeme. 
Für sie wird die Gleichung (56.) unmöglich, und sie enthalten also keine 
Gurvenpaare der (it — 3)'" Ordnung. 

3. Eine der Zahlen P, Q von Null verschieden. Diese Classe um- 

i»,ir--3 

fasst 3.2~^ * Systeme, da alle H willkürlich sind, und P, Q noch die 
Werthe 0, 1; 1, 0; 1, 1 annehmen können. In jedem dieser Systeme kaiin 
man eine der Zahlen p^ q beliebig wählen, ebenso sfimmtliche H Iris auf eines, 

wodurch denn alles bestimmt ist. In jedem System kommen also 2 ^ 

».•—3 



— « 



— jf— 1 



Curven (»—3)"'' Ordnung vor, welche fttr jedes System 2 ^ Paare 

ergeben, deren jedes eine Curve 2(ii— 3)**'' Ordnung ersetzen kann. 

In Bezug auf die Berflhrungspunkte der Curven (n— 3)*^" Ordnung er- 
giebt sich, da die Berührungspunkte zweier demselben System migehörigen 
Paare immer auf einer Curve 2(ii— 3)*"*' Ordnung liegen, folgender Satz: 

i».«— 3l , , 
. _j|^i 

Die 2 ^ Curven (ri — 3}'"^ Ordnung, welche die gegebene Curve 

n «—3 !i±zi-, » *-^ jj n 

in — ^-^ — Punkten berühren, bilden im Oamen 2 * (2 ^ — l) Paare, 

Diese Paare theilen sich zunächst in -zwei grosse Glossen, van denen die erste 
2 ' "*(3 ' " -1), dte »weite 3.2 * ".2"'^"' Paare enthält. Die 

n. i>~3' n.n—^^ 

erste Classe zerfällt wieder in 2 * —1 Systeme von Je 2 ^ Paaren, 

dergestalt dass die Paare jedes Systems zusammen alle Curven (ii— S)'"" Ord-- 
nung, jede nur einmal gerechnet, enthalten; die Berührungspunkte je zweier 
Paare desselben Systems liegen auf einer Curve 2(ii--3y''' Ordmmg, Die 

«.!•— 3 II.II — 3 

%weite Classe zerfällt in 3.2 " Systeme von je 2 ^ Paaren; die 

Paare eines Systems bilden zusammen die Hälfte aller Curven (n— 3)^'"' Ord- 
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nung; und wieder liegen die Berührungspunkte zweier Paare desselben Systems 
auf einer Curve 2 (n — 3)'"^ Ordnung, 

Da hiebet jede Curve 2 (n — 3)*''' Ordnung offenbar dreimal auflrilt, ent- 
sprechend den drei Zerlegungen von vier Curven (»—3}^"' Ordnung in zwei 
Paare, so giebt es im Gammen 

«.»—3 ».■—3 __ 11.11 — 3 

i.2"^ '-.(2 ' "" --1).(5.2 ^ '"-1) 

Curven 2 (n — 3)'^'^ Ordnung, welche sich durch die Berührungspunkte von je 
vier Curveti (» — 3)f''' Ordnung legen lassen. 

Die obigen S&tze werden illusorisch, sobald, was bei Curven vierter, 
fünfter und sechster Ordnung noch geschehen kann, alle Doppelpunkte in 
Rückkehrpunkte übergehen, oder doch mir ein einziger wirklicher Doppel- 
punkt übrig bleibt. Im zweiten Fall giebt es nur ein einziges Paar. von Curven 
(n — Sy^^ Ordnung, welches zugleich das einzige System der zweiten Gruppe 
ist, w&hrend von der ersten Gruppe nichts übrig bleibt. Im ersten Fall da- 
gegen, wo Oberhaupt kein h mehr vorhanden ist, mnss man auf die Gleichung 

(p+iXg+i) ^ ^Z^^Lzl (mod. 2) 

zurückgehen, und findet sofort folgende specielle Resultate: 

Es giebt eine Doppeltangente für eine Curve vierter Ordnung mit 

zwei Rückkehrpunkten. 

Es giebt drei Kegelschnitte , welche eine Curve fünßer Ordnung mit 

fünf Rückkehrpunkten in fünf Punkten berühren , und die fünfzehn J9e- 

rührungspunkte liegen auf einer Curve dritter Ordnung. 

Es giebt drei Curven dritter Ordnung, welche eine Curve sechster 

Ordnung mit neun Rückk^rpunkten in neun Punkten berühren. 

§. 17. 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 

Als Beispiel für diese Untersuchungen werde ich die Curven vierler 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten behandeln. Die Axe x^ sei die Verbin- 
dungslinie der Doppelpunkte, die Axe der x^ gehe durch den einen Doppel- 
punkt, die Axe der x^ durch den andern; die Gleichung eines Paars von 
Geraden, welche durch die andern Schnittpunkte der Axen x^^ x^ mit der 
Curve ^eht, sei ^.C = 0; dann nimmt die Gleichung der Curve die Form an 

(57.) f=xlxl+2x,x,x^B+x]AC=0^ 
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WO Ay B, C die linearen Ausdrücke bedeuten: 

B = 61 Xi + ^2 ^2 + ^3 ^3 ^ 

C = Ci iCi + C2 a?2 + C3 Xa . 
Der Kegelschnittbflschel, durch den man die Punkte der Curve paarweise be- 
stimmt, sei 

(58.) XzX^ + lxiA = 0; 

er gebt durch die Doppelpunkte, und durch die festen Punkte 0:2 = 0, ^ = 
und X3 = 0, -4 = 0, weldie auf der Curve liegen. Verbinden wir die Glei- 
chungen (57.), (58.) mit einander, so erhahen wir an Steile von Y=0 di^ 

Glßichung: 

(59.) VA'-2kB+C = 0, 

welche för die x vom ersten Grade ist. Sie stellt die Verbindungslinie des 
beweglichen Punktenpaars dar, in welchem ein Kegelschnitt des Systems (58.) 
die Curve ^==0 schneidet, und die Curve, welche von dieser Geraden um* 
hallt wird, ist also der Kegelschnitt 

AC-B" = 0. 
Derselbe hat die Gerade zur Tangente, welche durch die gewfihlten Grund- 
punkte geht (^ = 0); aber auch C=0, welches die Punkte verbindet, in 
denen zwei von den Doppelpunkten nach den festen Punkten gezogenen Ge^-^ 
rade die Curve treffen. 

Legt man jetzt einen Büschel P-f(»0=rO, dessen Strahlen nach den 
beweglichen Schnittpunkten gerichtet sind, so hat man (» als Function von l, 
und die x als Functionen von l und p darzustellen. Aus (59.) und aus der 
Gleichung des Bflschels ergiebt sich: 

iaxi = (p2+eg2)(^^Ö3~2A6,+C3)-(p3+p5r3)(A' 0,-2162+02), 
ox, = (p3+P?3)(i'ai~2U| + C|)-(/i|+pj0(^'ö3-2A63+C3), 
0x3 = (pi+egi)(>'^Ä2-2Afr2+c,)-(p2+P?7)(i'ai-2i6i+C|), 

und wenn man diese Ausdrücke in (58.) einführt, findet sich die quadratische 
Gleichung durch welche () als Function von X gegeben ist. — Diese Glei- 
chung hat die Form 

(61.) P + 2R(f + 0(f' = 0, 
wo 

(62.) {R = -^-S^cü^p^j^, 

33 • 
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Und wenn man der Kfirze wegen setzt: 

(63.J jLj = i^a2-2Xb2+C2, 

so ist 

aiu = —2LiLy , CÜ25 == -/.J-ÄLjCailj—öjZr,)— ilrj (ailn—aJLi) , 

(64.) l wn = 2ii3 (ai Zrj- 03 ^1) ^ «>3i = A,L,— iJLjCajZ:— ciji,), 
Wegen der Gleichungen, welche hieraus folgen: 

kann man die Unterdeterroinanten Wn, in die Form bringen 

und man findet 

(65.) if = J^?+A'(a,Zo--Ö2/-i)'+4iail2l3--2iIi (0,12+01/0). 
Die Determinante der Gleichung (61.) wird also 

und man hat 

(66.) if = jj{-RH^±L,p,q^)iM\, 

wobei unter der Wurzel nur noch ein Ausdruck vierten Grades in l steht, 
wie es sein muss. 

Die EiufQhrung dieser Ausdrücke giebt, nach einer Reduction wie in 
§. 4, die folgenden Werthe der x: 

Iax^ = o/i, g,+cü„j2 + 01,373 — (5iL3-5r3l2)j/lf, 

Da Indessen die Coordinate x, ohnedies vor den andern bevorzugt ist, so 
kann man ohne weitere Verletzung der Symmetrie 92— fs'^O setzen, was 
damit äbereinkommt, dass das Centrum des Büschels in die Verbindungslinie 
der Doppelpunkte gelegt wird. Man erhält dann: 
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i OXi = — 2L2I39 

(68.) o«, = l3{L. + i(a,I,-a,I,)+i/if}, 

yoxi = Lj{/,, — A(a,l2— OjXg)— ^Jf). 

Die rechten TheOe dieser Gleichungen verschwinden nnn sfimmtUch, wie 
schon oben gezeigt ist, fQr gewisse Werthe von l, welche der Frage fremd 
sind. Bemerkt man nimlich die identischen Gleichungen: 

{L,-k{a,U-a,L,)y-M = 4iI,(a,I.-a.I,), 

so sieht man, dass alle rechten Theile der Gleichungen (68.) verschwinden, wenn 

ln = und yjf=— {Z,+i(«3Z;j— Oalj)}, 

L, = und yif= {£, — Ä(o3lj— OjL,)}. 

Man hat also im Ganzen vier Werthe von L, und fär jeden derselben liat 
die Quadratwurzel ein bestimmtes Vorzeichen. 

Die Werthe, fQr welche die x einzeln verschwinden, erbilt man tos 
den Gleichungen: 

für«,: i, = yM^ |I,+A(o,I,-«iI,)} 

für sr,: X, = ^if = -il,~il(fl,/:,-«,I,)} 

jl = )/Jf=-I, 

a,Ii-o,I, = /ir=-{I,+il (0,1,-0,4)1; 

für X,: ln = iM=-{L,+l(a,Lt-(hLi)\ 

X = ^M= Li 

o,/.,-o,I, = yiU^ {1.-^(031,-0,1,)}. 

§. 18. 

EinfÜbrnDg der elliptischen Functionen in die Coordinatenausdrücke 
der Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 

Bezeichnen wir nun die Wurzein von ST^-O durch mi, iit} m^^ m^^ 
und setzen 

sin^amti = — ^--s -. 

cos amtf =* -^ ^--5 ^, ir = — ^- — ^ — i .i_ 

Hl, — fii^ A — m^ Jiij — Wj.Hi^ — wij 

^ m, — w^ Ä — tt# . 
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SO gehört jedem der obigen Verscbwindungswerthe ein bestimmter Werth von 
11 an. Diejenigen Werthe von u, für welche nur je eines der x verschwindet, 
seien : 
für Xii Ji^ TI2 (aus l2 = 0), I3, % (aus 1*3 = 0), 

für X2: h'i Vi (««s I3 = 0), f (aus i = 0), ^j (aus thLi—aiL^ = 0), 

für Xsl I29 V2 (aus L| = 0), — ^ (aus ^ = 0), ^ (aus 02^1— »1^2 = 0). 

Diejenigen Werthe von u, für welche die rechten Theile sfimmtlicher Glei- 
chungen (68.) verschwinden, sind dann: 

■"^2? "~^29 ""^J9 ""^3« 

Abstrahirt man also von den gemeinschaftlichen Factoren, so kann man setzen : 

axi = C|./f(fi— f2)Ä'(fi— i72)fl'(«— f3)fi'(«— ^3)9 

ax, = c,.H{u^^,)H{u^rii)H{u+l) H{u^l^). 

Da femer die Summe aller Verscbwindungswerthe desselben algebraischen 
Ausdrucks immer Null ist (oder doch einer Periode congnient), so finden 
noch die Gleichungen statt: 

12 + ^2 + ^3 + % = & + ^3 + C+^2 = S2 + %-C + & = 46, 

wenn 4£ den gemeinsamen Werth dieser Summen bezeichnet. Aus diesen 
Gleichungen folgt noch: 

^2 + ^3 = 4«, f2 + ^2 = ?+?2, ^3 + %=— ?+^3. 

Man kann also drei neue Argumente a, d^^ S^ einfahren, so dass durch sie 
und ^ selbst die andern Argumente sich folgendermassen ausdrücken: 

^2 = «i 2 ^' ^3 = « 2 ^*' 

^j = 2f+(j, ^3 = 2f— (j. 

Wenn man jetzt o = ti— € setzt, so erb Alt man: 
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Die iinken Theile verwandelt man leicht wieder in algebraische AusdrQcke; 
zunächst erhält man, indem man nur die Constanten und den Werth von 
a ändert: 

aoji = Ci . [sin'am (t> ~ ^i— ^—sin'amcJj J 1 sin'am (<> + ^-^ 
(69.)/ox2 = Cj . [8in'am(f? +^^) --sin'am<>3j [sin^am(t> --^i^)--sin'ara(6--^^)j , 

ax,=C, . [sin^am(r-^)-sin'am(jJ[sin'am(r +^)-8in'am(€+^)] . 
Setzt man nun 

sin^ am « = 2, sin' am ^ = />, sin' am (Jj = />2 ^ sin' am (T3 = p^ , 

sin' am (« -"^^) = qi , sin' am (t + --^) = Js, 

so kommen endlich, bei nochmaliger zweckmässig gewählter Veränderung des 
Werthes von a folgende algebraische Formeln: 

ox, = C,{(g-p)'-(;i,+P3)[g(l -p)(l-Ar'/>)+f(l~^)(l-yi^)] 

+P2Pi ( 1 — AV'ä)'— 2 (/I2— />3) V> . 1 — p . 1 — Ä^p v'ä . 1 — « . 1 — *' «}, 

+ g.p5(l-*'/i«r-2(^,-/i5)>^p.l-/i.l-Ar'/^>/a.l-a.l-iir'«}, 

Diese Formeln haben nun in der That den verlangten Charakter; ihre rechten 
Theile zerfallen je in eine rationale ganze Function zweiter Ordnung von 3S, 

und in ein Glied, welches aus ^^A—zA — k^i besteht, multiplicirt mit einer 
Constanten. 

Der geometrischen Beziehung der Axen zu den gegebenen Curven 
wegen erkennt man sofort, dass folgende Werthe von e den angegebenen 
Funkten entsprechen: 

2 ^ I dem im Durchschnitte von Xi = 0, x^^O liegenden 

^-t-g f. ( Doppelpunkt, 

2 ^M 

2 ( dem im Durchschnitte von X| = 0, a^2 = liegenden 

i+a V ( Doppelpunkt, 
2 "^M 
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€ + a dein Schnittpunkte von x-^ = mit u4 ~ 0, 

s—a dem Schnittpunkte von 0^3 = mit ^4 = 0^ 

^—B dem Schnittpunkte von a^ = mit C=0, 

— C^^ dem Schnittpunkte von 0^3 = ^^^ C = 0. 

In der That verschwinden, wie man aus (68.) sieht, A und C« ersteres wenn 
OsXi— Oilri^O oder Oj^^^i^^^^O, woraus die Argumente s+a', c— a ent- 
sprangen, letsteres wenn ^ = 0, woraus die Argumente ^— e; ~^~-f entstanden 
sind. Man kann dies benutzen um die Verhältnisse der Constanten C,, C2, 
Cs zu bestimmen. Setzt man nfimlich in (6^.) f)=:B + a, so wird 0^2 = und 

^1 ^1 4" A3 iPj = 0, 
daher 



(71.) 



_£i_ = .S.. 



sin* am ' 



«3 C^. «in.«^^._i.f±3?^ 



nn am ( f + ' ) — sin am 0^ 



setzt man dagegen « = € — a^ so wird d;j = 0, 010^1 + 020^3=0, also 

(72.) -^ = A ^ ^^/ ^ Lj'. 

' * wnamC« — 2-^ — ) — Mirama, 

Durch diese Formeln und (69.) ist die voilstfindige Darstellung der Coordi 
naten als Functionen von e geleistet. 



§. 19. 

Bedingungen fUr ein Schnittpunktsjstem. 

Ich komme jetzt zu den Formeln fflr ein Schnittpunktsystem, d. h.-zu 
den Bedingungen, welche zwischen den Argumenten von Am Funkten statt- 
finden mOssea, damit diese auf einer Curve m*"' Ordnung liegen. Wir haben 
in den Formeln ID. ($. 9) nur fflr »j , (Xo , /?x , /i^ zu setzen : 

2 >^29 — 2 ^' 2 ' ^5' 2 

Aus jenen Formeln findet man dann für den Fall, dass kein Punkt des Sy- 
stems mit einem Doppelpunkte zusammenffilU : 



(73.) 
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Dagegen^ wenn ein Punkt des Systems mit dein Doppelpunkte x^^O^ Xg^O 

zusammenffiltt, also zwei der Argumente « in --^-^f^s und ^^^ — d^ 
übergehen : 

Endlich, wenn die Curve m**' Ordnung durch beide Doppelpunkte gehen 
soll, bleibt nur die eine Gleichung Übrig: 

(75.) e^+v2+.*^^+f>^,^ = 0. 

S. 20. 

Vierpunktig berührende E^elschnitte; .welche durch die Doppelpunkte gehen. 

Die letzte Gleichung gestattet unmittelbar die Lösung einiger bemerkens-. 
werthen Aufgaben. Es soll s. B. ein Kegebchnitt gefunden werden, welcher 
durch die Doppelpunkte geht, und die Curee noch eierpunktig berührt. Ist 
r das Argument des Berührungspunktes, so findet man aus (75.) 



2 

Die Zahlen p, q können hier die Werthe 0, 1, 2, 3 erhalten; et giebt qho 
16 Kegelschnitte dieser Art. 

Bezeichnen wir, um die gegenseitige Lage der 16 Berührungspunkte 
genauer darzustellen, diese Kegelschnitte allgemein durch pq,, so dass man 
die 16 Kegelschnitte hat 

^^^'^ (00,02,20,22; 01,03,21,23; 10,12,30,32; 11,13,31,33. 

JoaroAl für Mathematik Bd. LXIV. Heft 8. 34 



258 Clebseh^ ebene Curven, deren Coard. tUipHicke Fund. eme$ PatameUsre eM. 

Die Kegelschnitte ordnen sich hier sofort in vier Gruppen, und 2war haben 
diese Gruppen die Eigenschaft, daee e$ immer eimen Kegebcknitt giebt, der 
durch die Doppelpunkte geht, wul die Curee vierter Ordnung in den J7e- 
rührungspunkten eon irgend 9wei KegeUchnitten derselben Gruppe berührt; 
solcher neuen Kegelschmtte giebt e$ also 4 . 6 = 24. 

. Die BeriArungspunkte aller vier BerUhrungskegebchmtte derselben Gruppe 
liegen mit den Doppelpunkten in einem Kegebchmtt y so dass es vier solcher 

r 

Kegelschnitte giebt. 

Man Mann ferner Kegelseknitte so legen, dass Jeder derseiben durch 
die Doppelpunkte geht, in dem Berührungspunkt eines der sechsnehn Kegeln 
schnitte berührt, und durch die Berührungspunkte zweier andern hindurchgeht. 
Die letzten beiden gehören dann immer einer andern Gruppe an, als der erste; 
die letzten beiden ändern sich nicht, wenn für den ersten alle Kegelschnitte 
einer Gruppe gesetzt werden, und jeder solchen Gruppe gegenüber sondern 
sich die andern drei Gruppen in Paare, so dass Jedes der sechs Paare mit 
einem beliebigen Kegelschnitt der ersten Gruppe comhimrt werden kann. 
Solcher Kegelschnitte giebt es also 4 . 4 . 6 = 96. 

Die zu den in (76.) aufgefflhrten Gruppen gehörigen Paare sind folgende: 

za I. EU II. la ML sa IV. 

Ol, 03; 21, 23 00, 02; 20, 22 00, 20; 02, 22 00, 22; 02, 20 

(77.) ^10, 30; 12, 32 10, 32; 12, 30 Ol, 23; 21, 03 Ol, 2j; 03, 23 

11,33;13,31 11,31;13,33 11,13;31,33 10^12;30,32. 

Durch die Berflhrungspunkte jedes dieser Paare und durch die Doppel- 
punkte gehen vier Kegelschnitte, welche beziehungsweise in den vier Be- 
rührungspunkten der entsprechenden Gruppe berQhren. 

Die in (77.) derselben Gruppe entsprechenden Paare haben die Eigen- 
schaft, dass je zwei Paare mit den Doppelpunkten in einem Kegelschnitt 
liegen. Es giebt also 6.8 = 48 Kegelschnitte, deren Jeder die Doppelpunkte 
und zwei Paare ton Berührungspunkten enthält, deren Jedes einer anderen 
Gruppe angehört. 

Endlich' liegen 4.16 = 64 ma/ vier Berührungspunkte, welche lauter 
verschiedenen Gruppen angehören, mit den Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt, 
so dass sechszehn mal alle Berührungspunkte auf vier solchen Kegelsdmitten 
liegen. Diese sechszehn Gruppirungen der sechszehn Kegelschnitte zu vieren 
sind folgende: 
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00,01,12,31. 


20, 21, 10, 33. 


02,03,32,11. 


22,23,30,13. 


20,21,12,31. 


02, 03, 10, 33. 


22,23,32,11, 


00, Ol, 30, 13. 


02, 03, 12, 31. 


22, 23, 10, 33. 


00, Ol, 32, 11. 


20,21,30,13. 


22, 23, 12, 31. 


00, Ol, 10, 33. 


20,21,32,11. 


02, 03, 30, 13. 


02,01,13,32. 


22,21,11,30. 


00, 03, 33, 12. 


20, 23, 31, 10. 


22,21,13,32. 


00,03,11,30. 


20,23,33,12. 


02,01,31,10. 


00, 03, 13, 32. 


20, 23, 11, 30. 


02, Ol, 33, 12. 


22, 21, 31, 10. 


20, 23, 13, 32. 


02, Ol, 11, 30. 


22, 21, 33, 12. 


00,03,31,10. 


10,11,22,01. 


30, 31, 20, 03. 


12,13,02,21. 


32, 33, 00, 23. 


30,31,22,01. 


12, 13, 20, 03. 


32, 33, 02, 21 . 


32, 33, 00, 23. 


12,13,22,01. 


32, 33, 20, 03. 


10, 11, 02, 21. 


10,11,00,23. 


32, 33, 22, Ol. 


10,11,20,03. 


30,31,02,21. 


30, 31, 00, 23. 


11,12,23,02. 


31,32,21,00. 


13, 10, 03, 22. 


33,30,01,20. 


31, 32, 23, 02. 


13, 10, 21, 00. 


33, 30, 03, 22. 


11,12,01,20. 


13, 10, 23, 02. 


33, 30, 21, 00. 


11,12,03,22. 


31,32,01,20. 


33, 30, 23, 02. 


11,12,21,00. 


31,32,03,22. 


13,10,01,20. 



Im Ganzen abo Segen M+iS+A ==ii6 mal eier BerUkrungipunkte mit den 
Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt. 

Man kann diese Sfttze leicht fortentwickeln, namentlich au<^h in Beeng 
auf die Panktreihen, welche die Verbindungslinien der Berflhmngspunkte anf 
der Verbindungslinie der Doppelpunkte erzeugen. 

Ich bemerke nur noch, dass die Formel (75.) sofort diejenigen Sfitze 
ergiebt, Aie Steiner im 32*'*^ Bande pag. 184 dieses Journals angedeutet hat. 

§. 21. 

Schnittcurveni welche durch einen Doppelpunkt gehen. Tangenten von 

einem Doppelpunkt an die Curve. 

Die Gleichung (74.), welche zwischen den Argumenten der Schnitt- 
punkte für den Fall besteht, dass die Curve m^' Ordnung durch einen der 
Doppelpunkte (0^1== 0, a^ = 0) hindurchgeht, fahrt, wenn alle Argumente bis 
auf zwei gegeben sind, auf das in folgenden Gleichungen enthaltenen Um^ 
kehrungsproblem : 

B(i+i.+,.-..) ir(i+l+*.-..) 



(TT".) 



34* 



= *"', 
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Mbh kann dies Problem so lösen, dass man 

(78.) ri = i«o + <, ej = ^tti— / 

setzt, und nun t bestimmt. Die erste Gleichung ist hiedurch identisch erfftUt, 
die zweite giebt: 

oder, nach bekannten Formeln! 

8in am^ v ^ f-d, )— sin'aml 9^ 5 'tJ 



= e**' 



8in*am; ^ 



und durch Auflösung findet man also: 

Diese Gleichung in Verbindung mit (78.) enthAlt die voUstftudige Lösung der 
Aufgabe. Ist also in (74.) iit>>-ii— 3, so findet man zu 4m -3 gegebenen 
Pupkten aus (74.), (77«.), (78.), (79.) den 4m-2'*" Punkt, der mit jenen 
und mit dem einen Doppelpunkte (a^ = 0, x^ »=0) auf einer Curve m*^ Ord<^ 
nung liegt. 

Der Fall m ^ nS bezieht sich hier auf die durch diesen Doppelpunkt 
gehenden Geraden/ Fflr sie gehen die Gleichungen (74.), wenn vi, 1^ steh 
auf die weiteren Schnittpunkte einer solchen Geraden mit der Curve beziehen. 
Aber in: 

H(i+£_,.-..),(i|l_,._„.) '■ 

Erfüllt mati die erste Gleichung durch die Annahme 

(80.) r, = ^+/, t,, = l+^-/, 

so wird die zweite identisch erfüllt, und die Gleichungen (89.) stellen also 
die allgemeinsten Argumente zweier Punkte dar., die mit dem betreffendmi 
Doppelpunkte in einer Geraden liegen. 
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Soll insbesondere die Gerade eine von dem Doppelpunkte gezogene 
Tangente werden, so dOrfen Ci^ <?2 sich nur um eine Periode untersclieiden, 
d. h. t muss einen der Werlhe 0, K, %K\ K+iK' annehmen. Von einem 
Doppelpunkte kann mm oUo eier Tangenten an die Curee legen. Die vier 
Argumente derselben sind lär den hier behandelten Doppelpunkt 

Die Argumente der dem anderen Doppelpunkte angehörigen Tangenten sind 

Diese f>ier Tangenten entsprechen einiseln den ersten^ so dass die BerUhrungs^ 
pimkte je zweier entsprechenden Paare mit den beiden Doppelpunkten auf 
einem Kegelschnitt liegen. 

§. 22. 

Allgemeine Schnittpurven. Bestimmung dreier Schnittpunkte aus den übrigen. 

Die allgemeinen Bedingungen fflr das. Schnittpunktsystem einer Curve 
m'*' Ordnung mit der gegebenen Curve vierter Ordnung, welche in den Glei«- 
chmgen (73.) enthalten sind, bestimmen drei Punkte des Systems durch die 
flbrigen. Die Auffindung der drei Argumente dieser Punkte ffihrt dann auf 
die Gieicliungen ; 

©i + ej+e, = cü, 

,(-£^+,.-,.),(-i+i+..-,.)«(-i+f.+..-., ) 

l,(_C±i_,._.,>(_l+£_ä.-..>(-l+^-.._..) 






-^ 6*^' 



ie Betrachtungen der §§. 10, 11 gestatten eine doppelle Lösung dieser Auf- 
gabe. Erstlich kann man setzen 



Si ^ sin' am (o, — -^), 



= 
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und die drei z bestimmen sich dann aus der Gleichung: 

yi-^A-'k*», cosama, ^/amaj— -g5-^c*>*co8amT^^/amT,, co8ama,^amu,— -gy^-e^^cosamr, z/amr, 

" ^f Cr Cr j 

V», Bin am«, — jgj-*- e"» sin am r, , sin am a, — -gj— '-«"^smam'j 
iVs, sin'amtr, — sT-^«'''8m*amt, , sin'aroo, 3r-^**''8in*amT- 



WO 



Zweitens kann man die Functionen einfahren: 

-«-• jy(«-,j,+j,_to)j5r(«-i+£+<y,)jy(«+i+l_(j,)jy(?+arHJ,-.<y,) 

nnd findet nach 41: 

. ilttt f\/- \ 

I ♦ IF «W 



iVkVqy 



Si(iK') 



l/l— »1.1— «,.!—», = ^ e 



<•*" ,^-ßW 



(•*»^g)» ^^*^'>' 



|/l-Ä'»,.l-Ä»»,.l-*«,3 = - Hk'' .e^^^^^. 



Diese Gleichungen gestatten sofort , wenn m >> 1 , das Schnittpunktsystem xn 
vervoUstflndigen. 
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§- 23. 

Schnitt einer Geraden mit der Curve. 

FQr m = i müssen, de zwei Schnittponkte einer Geraden mit der 
Curve beliebig angenommen werden können, die Gleichungen des Abekchen 
Theorems (73.) 

sich auf nur zwei rednciren, d. h. es müssen die beiden letzten Gleichungen 
mit Hülfe der ersten sich in eine einzige überführen lassen. Ich werde zeigen, 
dass sich die zweite Gleichung wirklich mit Hülfe der ersten in eine Gestalt 
bringen Iftsst, w^elche sich nicht mehr ändert, wenn ^+a mit —(J^+o) und 
(^2 mit dy vertauscht wird, wodurch die zweite Gleichung in die dritte über- 
geht. Hierzu bediene ich mich der Relationen zwischen verschiedenen H und 
0^ welche von Jacobi herrühren, und welche Rosenhain in der schon öfters 
angeführten Abhandlung vollständig bekannt gemacht hat. Sind u, u, u"y u*" 
beliebige Argumente, und setzt man 

2a;" = 11-11'+«"-«"', 
2a)'" = «i-ti' -«"+«'", 
so ist die hier zur Benutzung kommende Gleichung: 

2Hiu)Hiu')H{u")H{u'") 

= H{q}) H{ü}') H(a}") H{ü}'") - H{a) +K)H (a>' + K) jy(a>" + K) H{(o"' + K) 

-©(oi) 0(cü') 0(cü") 0(O + 0(«>+Ä^) e{o)'^K)0{tD"+K) 0(0)"' +K). 

Mit Hülfe dieser Formel kann man Zahler und Nenner äer zweiten Gleichung 
(81.) umgestalten. Die f> gehen dann immer aus (o heraus, weil ihre Summe 
verschwindet; dagegen werden umgekehrt co', cd", o)"' immer von den constanten 
Theilen der Argumente unabhängig, und nehmen in Zähler und Nenner die- 
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selben W'erthe an. Dividirt man dann, nachdem die Nenner hinaafnialtiplieirt 
sind, mit 0{u)').0(m").e(ot"'), und seteV 

»' =8in»am(a»') =8in'Mn *'':^^~''^~^S 
(82.) |»"=sin'am(tö") =8in»am?i^3^i::i5i, 

x'" = sin'am(«>"') = sin' am '''""«""^'^''s 
so geht die zweite Gleichung (81.) Ober in: 



(83.) = A+B^x'ic"x"'+C^i-a)'A-x"A-x"'+D^%-k'x'.i-k'x"A-lfx"'. 
Und zwar ist, wenn der Kürze wegen ^■\-a=:r gesetzt wird: 

-C^!f=^H(T+28,-{-K)B(.T-8,-8,^B(t^i^+8^ 

Man kann leicht aus einem dieser Coefficienten die flbrigea ablöten. Ist 

nfimlich 

B 



rjp = fi^,^t^^s)^ 



so ist aiieh 



A = iq*^qe^^"^'''\nr+iK',3,,di+iK'),. 






c^/^ = /'(T+if,«j„<r,+/f) 



Dfk' = -q*^qe^ ^"^''*\fiT+K-{-iK', J,, d,+K+iK'). 
Es ist also nur einer dieser Coefficienten nther zu ontersadiea. Man 

D 

hat nach der vorhin benutzten Formel, indem man -^ mit H{r) mol^ieirt, 
jedes Prodttot rechts transformirt, «ad die sich aufhebeadea Tanae aailiasl: 

-^'H{t) =. if(2r)J5r(2J,)tf(J,+«y,)Ä(<>,-«r,). 
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Daher hat man auch: 

A . 6(7) = Hi2t)Hi2d,)0(ifi+d,) 0(<T,-<f,), 

C |/y . Ä(tr + Ä") = Hi2T) Ui2d,) H{dr + J3 + /f) H{d^ -d^+K), 
und die Gleichung (83.) geht in folgende bemerkenswerthe Form Ober: 



abafaf'af" . *' Jl — a.i — b.i — x'.t — af'.i—x 



0=l + li'f±^+^^ 



in 



1 



1 ,/l-**o.l— *'6.1-*V.1-*VM-»V' 

wo 

a = 9m^aiii((T2+^3), 

b = sin' am (^2 — t^j) 9 
c = sin'ain(^+a). 

Diese Gleichung Ändert sich durch Vertauschung von <^2 mit d^^ ^+a mit 
— (^4-a) nicht mehr; dieselbe Gleichung wird also auch aus ^der dritten Glei- 
chung (81.) erhalten, und diese kann daher nichts Neues mehr liefern. 
Man kann diese Resultate in folgendem Satz aussprechen: 
Die allgemeinsten Argumente , welche das Schmltpunkt$g$tem einer 
Geraden mit der Curve vierter Ordnung bilden könnem, sind 

«1 = 2 ' ^*"" 2 ' ^*'" 2 ' ^*"" 2 ' 

100 a>^ €o\ w" durch die eine Gleichung verbunden $ind: 

/> * 4 I l2 sin Am •/ sin am <i»" 8in am t/'' sin am (d^ + J,) sin am (9^ — J.) 

U = 1+ IT : >> . ■ N 

sinam(C+^) 
/gj \ j . k^ cos am «' cos am fl»^^co9 am ft>'^^co» am (3, +^») ^-'O <^m (J, — ^,) 

\ "^1^ co9am(C+'') 

1 ^ am a»^ J htn o/^ z/am o/^^ ^ am ( J, + J,) z/am (5, — J,) 

§. 24. 

Wendetangenten und Doppeltangenten. 

Wenden wir diese Gleichung insbesondere auf die Wendetangenten 
und Doppeltangenten an. Ffir die Wendepunkte muss cd' = 03" = cd'" sein, 
damit auch r2 = €3 == r« werde, und man erhält abo «nr Be$timmung der Ar^ 
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ipimente u = — ~ der Wendepunkte die Gleichung: 

8in am (i+ &) 

. 4' ^08^Hmiuco9ain(i,4*^»)^osam(i,---ij) 
"^Ir codain(J+a) 

fcelche, wenn man sie in eine rationale Gleichung ßr sinamcü v&rwandeUj 
vom zwölften Grade wird, den swölf Yerschiedenen Wendepunkten entspre- 
chend. Ich bemerke, dass w sich aus dieser Gleichung bis auf Vielfache von 

4ir+4fiSr', also f? = — ^ bis auf Vielfache von 2K+2iK^ bestimmt, und so- 

mit die zugehörigen Coordinaten eindeutig gegeben werden. 

Sollen die Argumente % einer Doppeltangente entsprechen, und zwar 
f?!* f>'x einem Berührungspunkte, r^, €4 dem andern^ so muss sowohl ai^'+oi"' 
als a}"'-w'" von der Form 2pK+2qiK* sein, d. h. man kann setzen 

Nach den Werthen von p, q sondern sich also die acht Doppeltangenten in 
vier Paare; und die zugehörigen Werthe von co' bestimmen sich aus den 
Gleichungen : 

I) p = 0, 5 = 0: 

— 1-4- -^ cos am ii>^ cos am (^, -f j,) co8 am (3, — ',) 

"" f • CO» am (J-f <r) 

L ^*^^^^am(J; + J,)^lam(<,— ',) 
V* ^am(f-|-a) ' 

II) /i = l, 5 = 0: 

fl — 1 I L2 Binama>^8iDam(3^+^<)»'>uam(J,— ^,) 
~" sin am (f + a) 

^amitfVam(J^+d,)^am(J,— ^,) 

^am (f + <r) ' 

III) p^\, 9 = 1: 

-. - sinama/8inam(Jj4-^»')*5uÄm(i,— J,) 

Sin am (f + a) 

, coä am 9J cos am (3^ 4- ^i) cos am (^t ~ ^») 

cos am (f + <^) ' 

IV)/> = 0, 9 = 1: 

n — ^JPftP^ «^sin am(3^-t'J3)8inam (J, -- 3J 

"" sin am (2+^) 

. t* coaamw'co8a m(J^+^8)^Q^^°^C^t'""^ ») I ^ama»^^am(^g 4~^>)^*^P(^« — ^.i) 
iP cosam(C-t-(r) ä'* ^am(f+tf) 
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Vorgleicht man diese Gleichungen mit den folgenden vier Formen des Ad- 
ditionstheorems : 

J Btna JBmft J am{a ±ß)'- k^ cosnmaco8Hm ßcosam(a ±ß) = Ar*^, 
^^-p — -- — "^ — Asmama8inam/7sinam(a + /7±A) = 1, 

ik 

-p- cosamacosam/:?cosaai(a±/9±Jfir+i/r)~ibinamasinaa/?sinam(or ±/?±£'±t7r) == 1 , 
cos a m cf cos am /? cos am (a ±ß± iK') + ik'^ sin am a sii am ß sin am (« + ß+HC) 

JtLmaJhmßdAm(ai_ß±iiK'^ _ ^ 

so findet man fflr die obigen vier Gleichungen folgende Auflösungen: 

I. Man setze 

^ CO» am (^t + dS) C08 am (S^ — *.) 

COS am a COS am /^ = ^ * ' *"^^^ , — r-^-^ ^. 

' co8am(J4-<0 

cd' = a+ßy oder to' = a— /9, 

II. Man setze 

, . jry 8inam(J. + J.)8inam(i,— i.) 
smam«'sinam/y = IJ^amW^) 

^ama'^am/y := i'-^^^i^C?^ 

w'^a'+zy+Ä', oder uß'^a'^ß'^K. 

III. Man setze 

w . ^wf < 8inam(i4+^Jtinam(*j — J.) 

sinama''8inam^' = -r- ^ *. *^^> . >> * ^^ , 

' * 8inam(f4'^) 

,, ^, iV co8am(i,4-Oco»*™(^i— 'a) 

COS am a 'cos am /t' = -r LI !^/> ■ ^ — ^^ 

' * 6o0mm(C+O 

Ol' = a"+/9"+Ä:+fjr oder to' ^a'^^ß^'^K-^iK' 
lY. Man setM 

sin aniiit^^^8in am^y*^ _ t stn am (J^^-^^) sin Aitt(^t— ^,)^^am({+^) 
/lamo"'Jam/f'' "" ik' 4#am(«,+«,)4#am(d,-d,)8inam:(f+a) ' 

CQ8 am g^ co8 aro fi"' _ 1 co8 am( J, 4- 'd,).c08am (^^ — J^) ^ am (^ + 
^ama'"/#am/f '"' T" ^am(^t+'i)'*™(<\— *8)co8am(C+<y) ' 



r^/ -•»-' 



«,' = a"'+/S"'+»Ä'' oder co' = o"'-/9"'- 
Man erhfilt so «Iso wirklich acht vierschiediine Werthe von co', and in den 
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Ausdrücken 



€i = -Y+pK+qiK'^ f?2 = — -^ 



die Argumente der Beräbrungspunkte. 

§. 25. 

Andre Bestimmnng der Doppehangenteo. 

Für das Stodium der gegenseitigen Lage dieser Punkte ist es aber 
zweckmässiger auf die Gleichungen (81.) zurflckzogehen. Setzt man 






] v 2 * / / 



SO nehmen Jene Gleichungen, mit Ilinzufügung der Perioden, die Gestalt an: 

«i+fj-Ffi+c* =-- 2pK+2qiK', 

<?i-Tt?2+r3+r4 = 2hm-] — ^^^p^> 

t?l +t?2 ^-t^S +<?4 = 2A t71+-' jy S 

Lfisst man nun fOr eine Doppeltangente die e paarweise gleich werden, und 

bezeichnet durch v, v^^ die Argumente der Berührungspunkte, so gehen diese 

Gleichungen Ober in 

f> +^n = pK +qiK\ 

Zwischen den ganzen Zahlen p, q, h\ h!' besieht die in $. 13. allgemein ent- 
wickelte Relation 

(9+l)(/>+l)+A'+r = 1 (mod.2). 

Man kann dieselbe fOr den vorliegenden Fall folgendermassen ableiten. Nach 
der bekannten Formel 
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hat man 



c*''"— if 



= f* 






l,-'in+ Sillß». 

e ' 



= V 



wo 






Bestimmt man nno den Quotienten €f . * t g'— ^-^ aud beiden Gleichun- 
gen, so findet sich 



= A sin' am — s-* 



©•^^ 



Diese Gleichungen geben einerseits eine einfachere Bestimmung der Doppel* 



tangente, indem ^ * ■ direct gegeben wird. Andrerseits folgt aus der Yer- 



2 



gleichung beider Ausdrücke, und mit Anwendung der obigen Formel: 



h'in 



find% 



-fe ^ U('-d2—o^—pK'-q$K')H(C+a'-a2+Oj). 
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Nun ist 

An Stelle der obigen Gleichung Iiann man daher aoch folgende setzen: 

= lHid^+S,-pK-qiK')Hi^-rO-Ö,+dy) 

Uer letzte Factor roass also Yerschwinden, d. b. man mass haben 

{p+i){q+i)+h'+h" ^ 1 (mod. 2) q. e. d. 

Bezeicbnen wir nun eine Doppeltangente durch {p, q; h\ h") so sind die vier 
Paare von Doppeltangenten folgende: 

(0,0;0,0), (0,0;1,1;; (1,0;1,0), (1,0;0,1); 

(0,1;1,0), (0,1;0,1); (1,1;1,0), (1,1;0,1). 

Da die entsprechenden Zahlen zweier Paare addirt slets eine gerade Zahl 
geben^ so folgt der Salz: 

Die Berührungepunkle je zweier Paare liegen auf einem Kegelschnitt, 
so dass es sechs Kegelschnitte dieser Art giebt^ jmd sämmtliche Be^ 
rUhrungspunkte dreimal auf ^wei Kegelschnitten liegen. 

Jede durch die Berührungspunkte zweier Paare gelegte Curre dritter 
Ordnung schneidet die Cnme in eier Punkten, welche mit den Doppel- 
punkten in einem Kegelschnitt liegen, und sätumtliche Berührungspunkte 
sind die Grundpunkte eines Büschels eon Cureen f>ierler Ordnung, 

Giessen^ den 28. October 1864. 
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Hauptlehrsätze der Theorie der partiellen Diflfe 
rentialgleichnngen erster Ordnung mit drei 

Variabein *). 

( Von Herrn Paul du Bois-Reymonä.) 



Definitionen und Bezeichnungen. 

Bezeichnung der DiflerenUalgleichung. 

1) Xn der partiellen Differentialj^leichung erster Ordnung: 

sei 2 die abbfingige Variabeie, x und y seien die Argumente und es sei 

_ d» d% 

Integralobertl&che. 

2) X, y, z als reell vorausgesetzt, kann jedes Integnil der Gleichung 
f ' = durch eine Flflche dargestellt werden, deren laufende orthogonale Coor- 
dinaten Xy y, » sind. Eine solche Oberflfiche soll Inlegrahber fläche heissen. 
(Siehe noch 3). 

Nomialenk:egeI und Haupteigenschaft der Integraloberflächc. 

3) Bezeichnet man mit 1^ 17, ^ die laufenden Coordinaten einer die 
Integraloberfliche im Punkt x, y, z senkrecht passirenden Geraden, so ist* 

Die Kegelflfidie: 

deren laufende Coordinaten |^ 17^ t sind, soll der Normalenhegel genannt werden. 
Eine Integraloberfläche ist demnach eine solche Oberfläche, deren Nor- 
malen durchweg Strahlen der für ihre Fusspunkte als Spitzen construirlen 
Normalenkegel sind. 



'^) Ausgezogen aus des Verfassers St^lirift: ,,Beiträge zur Interpretation der par 
tiellen Differentialgleichungen mit drei Variabeln. (Leipzig, Job. Ambr. Barth. ) 
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Die Differeutialgleicbnngen der Charakteristiken. 
4) Die Differentialgleichungen: 

F = 



dF 



dx 






dy 



dt 



ap 



aq 



öF . dF . f. . 

Sf^S—s^dx^O 1 



BF 



dF 



dt—pdx-^qdy 3 

welche sich auf die Form: 



C!, 



F = 



dx = 



dF 

dp- 



dF , BF 

dF 



d» 



1 



dy = 



dq 



dF , W 

p-K \-q 

'^ ap ^ 



d» 



dp = - 



dF_ 

dx 



+P 



dF 
d% 



dq — — 



dF , dF 

P-df^'''ST 

dF , dF 
öF , dF 

P-sir + V 



d» 



3 



di 



dp ^^dq 

bringen lassen, sind diejenigen eines Curvensystems im Raum. Die zu diesem 
System gehörigen Curven sollen Charakteriitiken heissen. Mit Hülfe der Glei- 
chung F — kann man aus den Gleichungen Ol), 2), 3) q eliminireo, und 
man erhält dann Differentialgleichungen fOr die Variabein x, y, », p, deren 
Integrale drei Constanten enthalten. 

Die Gleichung des Polarkegels. 
5) Bringen wir die Gleichungen Q, 1) und 3) auf die Form: 

C-» = pii-x) + q{7]-y). 



P. du BoiS'Reymond, partielle Dt/fereniialglekhungen ereier Ordnung. 273 

eliminiren aus diesen beiden Gleichungen und der Gleichung F = die Grössen 
p und q, so folgt die Gleichung: 

die dem Poiarkegel des Normalenkegels angehört. Den Kegei = werden 
wir schlechtweg den Polarkegel nennen. 

Die Strahlen des Polarkegels sind die Tangenten an die seine Spitze 
passirenden Charakteristiken. 

Grenscharakteristiken. 

6. Sie sind überhaupt Tangenten an alle diejenigen seine Spitze 
passirenden Curven^ welche die totale Differentialgleichung: 

definirt. Wir werden diese allgemeine Klasse von Curven Grenicharakte- 
ristiken nennen. 



Der Theorie erster Theil. 

Die analjtiBch gefandeuen Differentlalgleicbungen C der Charakteristiken 
werden als bekannt vorausgesetzt; und auf Grund dieser Eenntniss werden einige 
allgemeine Eigenschaften der Integraloberflächen festgestellt. 





Satz I. 




Geometrische Definition eines Charakteristikensjstems. 


Vergleichen wir das 


System : 




dF 


dx = 


ÖF , ÖF ^ 
^dp+Uq 

dF 




rfy = 


dF , dF °* 
'dp-^^dq 

dF , dF 


c 


4p = 


dx+Pd» ^ 
dF , dF *** 
"^ dp ^ oq 





{q mit Hälfe von F = eÜminirt gedacht) mit irgend einem Syste 
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dx = rp{Xyy,9,pyd% 
dy = ^'i(x,y,siyp)dz D 
dp = V^2(x,y, siyp)dz 

in dem die Fanctionen y/ beliebig sind, um die geometrischen Eigenthamlich- 
keiten des ersleren zu erkennen. 

Aus den zwei ersten Gleichungen D die Grösse p eliminirt, folgt, dass 
sich die zum zweiten System gehörigen Curven ebenfalls in jedem Punkte des 
Raumes in einer Kegelfläche schneiden. Ausserdem wird beim System D ebenso 
gut wie bei C eine Curve bestimmt durch die Bedingung, einen gegebenen Punkt 
unter gegebener Neigung (diese Neigung rouss unter den Strahlen des zu jenem 
Pnnkte gehörigen Kegels vertreten sein) zu passiren. Dies haben beide Sy- 
steme C und D gemein. Folgendes ist das dem System C eigeuthümliche Merkmal. 

Wir denken uns drei parallele Ebenen einander unendlich nahe durch 
den Raum gelegt: eine untere, eine mittlere, und eine obere. Zu einem 
Punkt ku der unteren Ebene als Spitze construiren wir den Polarkegel ^. == 0, 
dessen Flfiche die mittlere Ebene in der Curve K^ schneiden mag. Nun con- 
struiren wir die Umhflllungsfiftche der für alle Punkte der Curve ÜT« als Spitze 
construirten Kegel 0^ == 0. Diese Umhüllungsfläche soll die obere Ebene in 
der Curve Uo schneiden. Ausserdem construiren wir noch fQr irgend einen 
Punkt k^ der Curve K^ als Spitze den Kegel 4^^, dessen Flä^e die obere 
Ebene in der Curve Ko schneiden wird, und es heisse ko der Berährungspunkt 
der Curven iffo und l/^. Auf der Curve Ko nehmen wir noch in der Nähe 
von ko einen anderen Punkt k'o an. 

Dies vorausgeschickt, wird das System C dadurch definirt, dass, wenn 
zur Construction einer seiner Curven (wie dies genagt) ein Punkt Ar« und ein 

daranslos^^endes Element k^k^ gegeben ist, das folgende Element allemal durch 

den Berährungspunkt der Curven Ko und U^ geht; d. h. k^k^ ist das folgende 
Element. Ein drittes Element, etc. wird auf dieselbe Weise construirt. 

Während bei dem System D das zweite Element z. B. durch Ar^Ar« dargestellt 
ist, d. h. eine Lage hat, die keiner allgemeinen geometrischen Definition fähig 
ist, und von den jedesmaligen Eigenschaften der Functionen tf;, y/j, y/, abhängt. 
Ein jedes räumliche Curvensystem , welches die obige Bedingung er- 
füllt, nennen wir ein Charakteristikensystem, und umgekehrt wird diese Be- 
dingung von jedem Charakteristikensystem einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung erfällt. 
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Satz II. 

Die 0er ter von eich schnetdenden Charakteristiken eind stets lutegraln 
Oberflächen; und umgekehrt: die Integraloberflächen, wofern sie nicht singulare 
Auflösungen darstellen^ sind stets Oerter von sich schneidenden Charakteristiken. 

Denkt man sich mehrere in sehr kleinen Abständen auf einander fol- 
gende Charakteristiken Co, Cj, C2 u. s. f., so 

ist der Ort dieser Charakteristiken allemal dann eine Integraloberflftche, 
wenn sie sich successiv schneiden, d. h. wenn Co von Ci, Ci von C, u. s. f. 
geschnitten wird : Diese Schnittpunkte mögen im Endlichen oder Unendlichen 
Uegen, reell oder imaginär sein. 

Der Ort von sich nicht schneidenden Charakteristiken ist nie eine In- 
tegraloberfliche. (Nur des Falles der singulären Auflösungen ist hier zu ge- 
denken, welche Oertern von Punkten entsprechen, in denen sich der Nor- 
malenkegel auf eine oder mehrere Geraden reducirt. Diese Flächen sind 
Oberhaupt nicht Oerter von den im Satz I. definirten Charakteristiken.) 

Aus dem obigen Satz folgt eine wichtige Analogie zwischen den In- 
tegralen der Gleichung F(p,q)=:i) und denen der Gleichung Fix,y,!5,p,q)^0. 
Die erste Gleichung hat zu Integralen den Kegel, die Ebene und die gewöhnliche 
Abwickelbare. Die Integrale der Gleichung F{x, g, z, /'^ 9) = zerfallen in 
folgende Klassen: 

1) Der Schnittpunkt der Charakteristiken ist im Endlichen, reell oder 
imaginftr, und alle Charakteristiken Co, Cx, C^^ . . . schneiden sich 
in einem Funkt. — Conoide. Sie entsprechen dem Kegel als In- 
tegral der Gleichung P^p, q) = 0. 

2) Der Schnittpunkf ist im Unendlichen reell oder imaginär. — Pianoide. 
Sie entsprechen der Ebene eh integral der Gleichung F{p, q) = 0. 

3) Die successiven Schnittpunkte der Charakteristiken Co mit C|, C^ mit 
C9, u. 8. f. sind im Endlicben, reell und verschieden, und haben 
zum Ort eine Curve. — Integraloberflächen mit RikckkehrkanteH 
Sie entsprechen der gewöhnlichen Abwickelbaren als Integral der 
Gleichung F{py 9) = 0. 

4) Die Schnittpunkte sind verschieden, endlich und imaginär, wie bei 
den gewöhnlichen Canalflachen. Diese Klasse ist unter den Inte- 
gralen der Gleichung F{p, 9) = nicht vertreten. 

Die Conoide sind Integrale mit drei Parametern. 
Die Pianoide sind Integrale mll iswei Parametera. 

36* 
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Die IntegraloberflAchen ad 3) und 4) hängen von willkürlichen Functio- 
nen ab. 

Einige bemerkenswertbe Eigenschaften der erwähnten Klassen 

von Integralen. 

1) Construclion der Conoide. Man zieht auf der Fläche eines Polarkegels 
= 0, seiner Spitze unendlich nahe, die Curve £», und construirt 
die Umhfillungsflfiche der Polarkegel, die ihre Spitze auf Äj, haben. 
Auf dieser Umhällungsfläche zieht man der Curve K^, unendlich nahe 
die Curve ü[>, sucht dann die Umhflllungsflfiche der Polarkegel, die 
ihre Spitze auf l/g haben. Auf dieser UmhaUungsflfiche wird dann 
die Uo unendlich nahe Curve Ui angenommen, n. s. f. Der Ort der 
Curven £^, Uo^ C/^, u. s. f. ist das zur Spitze von 4>=:0 gehörige 
Conoid. 

2) Das Conoid ist die UmhälJungsfläche aller einen Punkt enthaltenden 
[nlegraloberflftchen. 

3) Alle Integraloberflächen die eine Charakteristik gemein haben, be- 
rflhren sich längs dieser Charakteristik. 

4) Construirt man zu irgend einem Punkt k der Räckkehrkante einer 
Integraloberfläche der dritten Klasse als Spitze das Conoid, so hat 
dies Conoid mit der Integraloberfläche die den Punkt k passirende 
Charakteristik geroein, und beide Oberflächen oeculiren sich längs 
dieser Charakteristik. 

5) Methode um zu erkennen, welcher Classe ein gegebenes Integral 
mit zwei Constanten angehört. Es sei: 

die Gleichung irgend einer nach zwei Parametern variabelen Integral- 
oberflache der Gleichung F{x, y, i^ p, q) = 0. Hat nun die durch 
Variation von y entstehende Oberflächenschaar 

eine Umhällungsfläche, und wird /=0 von dieser Umhällungsfläche 
geschnitten, so ist f==0 eine Integraloberfläche mit einer Rflckkehr- 
kante (von der dritten Klasse). Hat ^ = keine Umhällungsfläche, 
so ist f= die Gleichung der Pianoide. Schneiden sich die Ober- 
flächen f'=^0 in einer Curve, so ist f=^0 die Gleichung der Condide. 
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Satz m. 

Von den Grenzbedlnguiigcn. 

Man kann durch jede Raumcfiree eine reelle Integraloberfläche legen 
irischen Grens^en, welche bestimmt werden, ttie folgt: 
Die Gleichungen der Cnrve seien: 

Diese Curee wird zwischen solchen Gremwerthen der Variablen 9 auf 
einer reellen Integraloberfläche liegen können, s^wischen denen die Glei-- 
chungen: 

K^y Vy «) = 0, i.,{x, y, a) = 0, F{x, y, »,p, q) = 0, 
I^^dy ö* ö* dy y ^\dx ö», ö» dxJ öx dy dy öx ^ ' 

nachdem man daraus x und y eliminirt hat, ein reelles Werthepaar für 
p und q ergeben. 

Oder geometrisch. Denkt man sich auf der Curve il = 0, X^^O 
einen Punkt ^ beweglich, so kann man durch diese Curee zwischen sol- 
chen GreMlagen f>on ^ eine reelle Integraloberfläche legen, innerhalb 
deren die durch den Punkt ^iß gelegte Normalebene an die Curte k = 0^ 
XiznO aüerwärts den für $ als Spitze construirten Normalenkegel schneidet. 

Dies der allgemeine Satz. Folgendes sind die wichtigsten Ergänzungen, 
deren er bedarf. 

1) Man kann (Grenzfftlle ausgenommen) stets mindestens zwei Inte- 
graloberflftchen durch eine gegebene Grenzkurve legen. Nämlich stets soviel 
als die durch $ gelegte Normalebene Strahlen des für $ als Spitze construirten 
Normalenkegels schneidet, oder (analytisch) soviel, als die Gleichungen (I.) 
reelle Werthepaare fflr p und q ergeben. 

2) Je nfther die Elemente der Grenzcurve dem Polarkegel sind, unter 
desto kleineren Winkeln schneiden sich die durch die Grenzcurve gelegten 
Integnüoberflflchen. Fallen die Elemente der Grenzcurve mit Polarkegel* 
strahlen zusammen, so kann die Grenzcurve entweder a) nur die beiden Glei- 
chnngen C 1) und 2): 



IfPf ^ dm B€%M^M€fm0md, f m H § U i DifermMalgleichungef^ erster Ordmng. 

BF 
^ ^ dF , dF ^^^ 

dF 



''9 = dF * ÖF *^ 

(«f iwctk F = eÜMiBirt, und fär p eine beliebige* Function von s eingesetzt) 
«HitleflL wü aadereii Worten, sie kann irgend eine Lösung der totalen Diffe- 

*(x,f, *, ^j^,-^) = sein, oder b) sie kann eine Cha- 
rakteristik SM, wekke die drei Gleichungen C 1), 2), 3) erfüllt. 

lai Falle •) bestimmt sie die Integraloberfläche eindeutig, indem sie 
derea Rtckkehrkante wird. Ich nannte sie daher (Definitionen etc. 6) 
Orem^ekaraUeristik. 
Im Falle 6), wenn sie eine gewöhnliche Charakteristik ist, Iflsst sie die 
latefraloberfltche vollkommen unbestimmt. Und es gilt dann das 
aus HL folgende 

Corollar. 
Eme Integraiober fläche wird mcht betUmmt durch die Bedingung, sie 
aKü(W dmrth eine, oder eine endliche Anzahl gegebener Charakteristiken gehen, 
^h^nw irea^ wie atne Curte besUmml ist durch die Bedingung, eine endliche 
X41A/ ge g ebener Punkte enthalten siu sollen. Eine Integraloberfläche wird 
pb^nfi^h moht beetimmt durch die Bedingung, dass sie eine gegebene Charakte- 
mhk i^umren eoU, und dmss sie längs dieser Charakteristik eine beliebige end- 
hi^hif^ Anzahl ton Bedingungsgldchmngen zwischen si. seinen Diff'erentialquo- 
Iwuttm und den Werthen, welche x und g längs der Charakteristik erhalten, 
«# rrfi^UcH hat. 



Der Theorie sweiter 

Die KoniitniM der Ditfarentialgleichungen (C) der Cbarakteristiken wird nicht 
voiHiiUitiM^tBt« Soudera die Inlograloberfläohe wird ohne HiUfe der Analysis auf Grund 
Apv Kt>(rt^UhcK>ii« iv n a irf i al conslruirt. 

Zw Cou^lrttcUoa der Charakteriitiken und IntegraloberflAchen, wran 
dit» H^^kaiNU^oiian mit dea Differenlialgleichungen C 3) und 4) nicht vorausge« 
itnUtwirdi bi^diirre» eine» neuen geometrischen Hfllfsmilteis: des Faeettekegels. 
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nimlicb einer dritten, aosser dem Polarkeg^el und dem Normalenkegel, fDr 

jeden Punkt des Raomes als Spitze zu construirenden Keg«IBSche. Man kann 

die Gleichnng des Faceltekegels auf doppelte Weise 6nden: 

1) Aus der Gleichung des Normidenkegels F(ic,9»«,p, 9) = 0, wo 

P~~ t - » ? = — TZT" '^* "'"* ^» '^f ^ **'® laufenden Coordinaten 



der Normalenkegelflfiche Torstellen. Die Gleicliung des Facetlekegels 
folgt durch Elimination von p und q aus den Gleicbongen: 

^1^ )7m ?i sind die laufenden Coordinaten der FaceltekegelflAche. 



2) aas der Gleichung des Polarkegels: *(j!,y,i,a,6) = 0, wo a = %-^, 

b = - c— - *^ ist, und S, 7], ^ nun die laufenden Coordinaten der Polar- 

kegelflflcbe vorstellen. Die Gleichung des Facettekegels folgt wieder 
durch Elimination von a und b ans den Gleichungen: 

*=«. ^(-lED+f (*-|5|)=o. 

^11 fh- Ci wieder die laufenden Coordinaten der Faeeltekegelfläche 
Durch beide Opeialionen gelaugt man cu derselben Gleichung: 



*'^»'(x.,,,,|^,|5|) = o 



des FaeettekegeU. 

Satz I. 
Die Haupleigauchaß des FaeettekegeU giebt folgender Satz an: 

Man denke sich um die Spitze ^ eines Polarkegels = eine Kugel 
von unendlich kleinem Halbmesser p construirt. Auf der OberflAche dieser 
Knge) sei die Spifze ^t eines zweiten Pola^egels ^j = beweglich gedacht. 
/ sei die Curve in welcher der Facettekegel, dessen Spitze ^ ist, die Kngel- 
oberfllcbe schneidet. Mit e soll endlich bezeichnet werden der Winkel, um 
welchen eine durch die Linie $W, gebende Ebene gedreht werden mnss, um 
meb einander die Kegel ^ = und 4>i = zu berabren. Dami i»t ^ 
Wmkel t f» aäe Lagen ton % (in denen er i^erhaupt ehern Silin keU) tum 
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der Ordmtng Qj mit Ausnahme des FaUes, wo ^i tu die Curve f gelangt. 
Hier ist e ton der Ordnung q^. Wird e ah posilie oder negativ angesehen^ 

jenachdem die durch ^^i gelegte Tangentialebene an den Kegel 4> = dem 
Kegel 4>i^0 schneidet oder daran vorbeigeht, so trennt die Curve f auf der 
Kugeloberfläche die Gebiete, für welche « positiv ist, von denen für welche e 
negativ ist. 

Hieraus folgt, dass die Umhüllungsfläche der Polarkegel allemal dann 
eine abwickelbare Oberfläche ist, wenn die Curve, in der die Spil^^en der 

Polar kegel liegen, der totalen Differentialgleichung ^(^» Jf^ *^ -^ ? "^) = 

genügt. 

Aus dea oben angegebenen Eigenschaften des Facettekegels ergiebt 
sich folgende neue 

Construction der Charakteristiken. 

Sat« IL 

Für einen Punkt ^ construirt man den Kegel = 0, geht auf einem 
Strahl s des Kegels = bis zu einem, ^ sehr nahen, Punkt $i, und con- 
struirt für den Punkt $i als Spitze die Kegel 0j = 0, !Pi = 0. Dann legt man 
an den Kegel = eine Tangentialebene durch den Strahl s. Diese mag 
den Kegel ¥^i = in einem Strahl a^ schneiden. TrifiTt nun die an den Kegel 
0i = durch den Strahl /T| gelegte Tangentialebene deii Strahl s^ des Kegels 
0, = 0, so ist dieser das zifVeile Element der Charakteristik, deren erstes s 
war. Die ferneren Elemente werden ebenso construirt. 

Und folgende: 

Construction der Integraloberflächen. 

Satz III. 

Ich beginne damit eine aus unendlich kleinen Linienelementen zusam- 
mengesetzte (polygonale) Curve zu construiren, deren Elemente durchweg 
Strahlen von Facettekegeln sind: Für den Punkt $ als Spitze wird der Fa- 
cettekegel V —Q construirt. Auf einem Strahl o dieses Kegels gelangen wir 
zum Punkt ^', för den, als Spitze, der Kegel !F' = construirt wird. Auf 
dem Strahl & des Kegels y = kommen wir zum Punkt ^", u. s. f. So 

entsteht die polygonale Facettelinie: ^, ^\ ^", u. s. f., deren Elemente ^^', 

^4J'^^", ^"^"', u. s. f. wir mit a, &, &\ u. s. f. bezeichnen werden. Von dieser 
Curve (deren eine Projection willkflrlich ist) geht die Construction aas. 
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Für die Punkte ^, f\ $", u. s. f. als Spitzen werden die Kegel ^ =: 0, 
4>' = 0, *" = 0, u. s. f. conslruirt. Die durch a an * = gelegte Tangen- 
tialebene berührt den Kegel 4^ = im Strahl $, die durch & an 4>' =^0 ge* 
legte Tangentialebene berührt 4^' == im Strahl s\ u. s. f. 

Zu einem ^ unendlich nahen Punkt $i auf dem Strähl $ wird der Fa- 
cettekegel !P| = construirt, dessen Strahl a^ den Strahl $' im Punkt % treffen 
mag. Zum Punct % wird der Kegel 9^| = construirt, dessen Strahl 0[ den 
Strahl s' im Punkt 9'/ treffen mag, u. s. F. So entsteht die Reihe von Punkten : 
$M $M $M u* ^* f-i welche durch die Strahlen a,, 0|, (7|, n. s. f. verbunden 
die zweite polygonale Facetlelinie Kefern. Genau so wie diese construirt man 
die dritte $,, ^a^ ^^^ u. s. f., eine Tierte, u. s. f. Die Facettelinien beginnen 
alle in den aufeinander folgenden Punkten $, ^i, ^, $j, t. s. f. der Aus- 
gangscharakteristik. 

Der Ort der aufeinanierfolgeiiden Faeettelimen ^ denkt man $icb die 
Länge der Strahlen o, a\ (f\ u. s. f. $, Sj, '29 «f- s. f. verschwindend, geht 
man abo sur Grenze über, ist eine stetige Integraloberfläche der Gleichung 

Bemerkung. Diese Constraction einmal festgestellt, ist es leicht die 
Censtruction an irgend eine andere Curve (deren Elemente nicht 
Facettekegelstrahlen sind) anzulehnen. 

CoroUar. 

Wenn sich zwei Curven x=^^{%)^ y = Vi(*); ^i = V(*)^ yi=^Vi(*) 
in einem Punkte schneiden, und sie erfüllen in diesem Punkt die Gleichungen : 

rdFdy, dF dx,\/ iTx fTyNT (dF dy dF ^\fdF dx, dF rfy, dF\ 

Vc^ rf« 5g d* A'^ Ä« +5^ d«vJ"^Vg^ dz 57 dJ\dx dz dy d* """"SS/ 

r dF dy^ dF dx, \/ dF dx . dF dy dF\ 
^dp d% dq d^y^dx d» dy dz "5»/' 

so haben die durch beide Gurren gelegten Integraloberflfichen die den Durch- 
schnittspunkt passirende Charakteristik gemein^ die Integraloberfffichen oskuUren 
sich Iftngs dieser Charakteristik und ihre Rückkehrkanten berühren sich in der 
Charakteristik. 

Jonriul mr MatheoiAUk BdLLXIT. Heft 8. 37 
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Wir setzen wieder 



Anhang. 

Ueber die allgemeioste Form der SubBtitution, durch welche eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung in eine andere solche übergeführt werden kann: als 

Beitrag zur Theorie der Legendreschen Substitution. 

Aufgabe: Wie lassen sich auf die allgemeinsle Weise in eine be- 

x,y, », g-^^) = statt der Varia- 

beln Xy y, h drei neue Yariabeln §^ rj, ^ einfahren, und zwar so, dass die 
neue Gleichung ebenfalls eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 

/';(l,'?,?,||,i)=0 werde. 

dem wir ans » als Function von x und y; ^ als Function von § und t} denken. 
Die Variabein x, y, i werden mit den Yariabeln ^, tj, ^ verbanden gedacht 
durch die Gleichungen: 

y = y2(§, »?,?,«,«), 

Die obige Aufgabe wird dann gelöst sein, wenn es gelangen ist, die 
Functionen ^i, (ft,, <pi so ssu bestimmen, dass p und q, durch die neuen Ya- 
riabeln ausgedrückt, die zweiten Differenlialqnotienten von ^ nach | und tj 
nicht enthalten, und zwar durchaus unabhfingig von einer zwischen x, y, », 
mithin zwischen §, t], % etwa angenommenen Beziehung. Folgender Satz ent- 
hält die Auflösung des Problems. 

Lehrsatz. Die Grössen p und q sind dann von den zweiten Dif- 
ferentialquotienten von % nach | und 17 frei, wenn die Functionen 9>i, (f'i.^ tpi 
folgende zwei Differentialgleichungen erfüllen: 









öC 






dn "> 
dtp, 

dn ' 



"ST 

dn 
6* 



= 



= 0. 
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Daher bleibt eine von den Functionen ^i, ^29 9>3 wiUkflrlich, und hat man 
nach Belieben über diese verffigt, so ergeben sich die beiden andern aus den 
obigen DiiTerentialgleichungen. 

Diese DiiTerenlialgleichungen lassen eine Transformation zu, welche in 
gewissem Sinne einer Integration gleichkommt, insofern man nftmlich aus den 
transformirten Gleichungen durch eine blosse Eliminationsrechnung alle den 
obigen Gleichungen genügenden Systeme der Functionen <piy (p%^ (p^ ableiten 
kann. Nimmt man nflmlich eine dieser Functionen z. B. 9)3 willkflrlich an, 
aber nicht als Function von S, ij, ^, ^y x sondern als Function von 1^ rj^ 
^y X, y; so kann man die obigen Gleichungen äberfflhren in folgende: 

Mithin liefern diese Gleichungen, die dritte Gleichung ss = (p3(§,rj,Z^x,y) als 
gegeben vorausgesetzt, sofort die drei Functionen x, y, !& von §, rj, ^^ n, x. 
Zu bemerken ist noch, dass alsdann fflr p und q die sehr einfachen Ausdrücke : 



^ dx"* ^ dy 



folgen. 

Berlin, 1865. 
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lieber eine Vorsieb tsmassregel beim Gebranch des 
Prineips der virtuellen Geschwindigkeiten. 

(Von Herrn Bertram.) 



Wenn die Bedingungen, welche zwischen den Coordinalen eines 
Systems von Punkten stattfinden, durch Gleichungen ausgedrflckt sind«, so kann 
man diese Coordinaten als Functionen einer bestimmten Ansahl unabhängiger 
Yariabelen darstellen, und das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert 
dann — wenn man die Krfifle als gegeben annimmt — eine gleiche Anzahl 
Gleichungen, denen jene Yariabelen genügen mflssen, wenn das System im 
Gleichgewicht sein soll. Dies ist eine bekannte Wahrheit; dass aber, umge- 
kehrt, wenn diese Gleichungen erfüllt sind, auch Gleichgewicht sei, ist nicht 
ebenso richtig; es kann der Fall eintreten, dass nicht ailen Werthen der Ya- 
riabelen, welche jene Gleichungen befriedigen, Gleichgewichtslagen entsprechen. 

Um dies nflher zu erörtern, bezeichnen wir die (rechtwinkligen) Coor- 
dinaten der Angriffspunkte der das System sollicitirenden KrAfle (ohne sie 
nach den Axen durch verschiedene Buchstaben zu unterscheiden) mit o^, 
X2^ ... x^; die ihren Richtungen parallelen Krftfle mit A, , ... X^; und die 
Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten mit 

(1.) i, = 0, I, = 0, ... Z^ = 0. 

Die Gleichgewicbtsgleichungen sind dann, wie bekennt: 

(2.) /*+^'t-+''t-+- + *'^ = •*' 



*+»'-^+''-t-+-+'.^ = 0- 



Es seien nun die x als Functionen der n—p Grössen ^i, ... q^^, 
so ausgedrückt, dass die Gleichungen (1.) identisch erfflllt werden, so ist 

fär alle i zwischen 1 und p und alle r zwischen 1 und n—p. 
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Aus (2.) und (3.) Folgen die Gleichungen: 



(4.) 



^•-g^+-*^i-5i7-+-+-*--35f- = 0. 



^■^+^'^+-+-^-^ = 0. 



und diese würde man aus dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten direct 
erhalten haben, wenn man in der Summe 

die X und Sx durch die q und dq ausgedrückt hMle. 

Es fragt sich nun, ob aus (4.) für die Grössen q nur solche Wertbe 
folgen, aus welchen für die x ein den Gleichungen (1.) und (2.) genügendes 
Werthensystem resuliirt. Bezeichnet man die linken Seiten der lelEteren (2.) 
mit üi^lJ%^.., U„, so kann man das System (2.) erselsen durch das folgende: 

U,b, +U,bl +- + ü.ft; « 0, 



(5.) luib'^+U,bl^+'- + U,bl^, » 0, 

Uta, +U2(^ +-+^.0; *= 0, 

üi«; +Uzal +... + Ü.O; = 0, 

worin die Grössen b und a ganz willkürlich gewählt werden können, woüem 
nur die aus ihnen gebildete Determinante D nicht verschwindet. Setzt man nun 

so gehen die ersten n— p Gleichungen (5.) in die Gleichungen (4.) über, um- 

• 

gekehrt können die Gleichungen (4.) die ersten n—p Gleichungen (5.) er- 
setzen, und die letzten p kann man immer hinzufügen, da man die k noch 
zur Disposition hat, während die Lage des Systems im Allgemeinen schon aus 
(4.) vollstftndig hervorgeht. Aber diese Wahl für die Elemente b ist nur ge- 
stattet, wenn für die Grössen q nicht solche Werthe angenommen werden^ 
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für welche die Delerminante D verschwinden mass, wie man auch die a an- 
nehmen möge. Erfüllen also gewisse Werihe von q die Gleichungen (4.), 
ziehen aber gleichzeitig D = nach sich, so kann man nicht ohne Weiteres 
behaupten, dass sie einer Gleichgewichtslage entsprechen. 

Da die Determinante D unabhängig von den a nur dann verschwindet, 
wenn jede der Determinanten n—p^'^'^ Ordnung, welche aus den nach den q 
genommenen partiellen Differenlialquotienten einer Combinaüon n—p*'''' Klasse 
der Functionen ar^, ... x^ gebildet sind, für sich verschwindet, so lassen sich 
aus den n Gleichungen von der Form: 



^9i ^ öq^ ^ ^9 



••-i» 



auf keinerlei Weise n—p auswählen, aus denen man die sämmtlichen Incre- 
mente der Yariabelen q durch die der x bestimmen könnte, welche einer 
Verschiebung des Systems aus einer Lage entsprechen, wie sie durch D = 
bedingt ist. In einem solchen Falle hören also die Yariabelen q auf durch 
die Lage des Systems vollständig bestimmt zu sein, und umgekehrt tritt der 
Fall D = bei solchen Lagen des Systems ein, welche für eine Anzahl k 
der Yariabelen {q) bestimmte Werthe der Art erheischen, dass, nach ihrer 
Einführung in die für Coordinaten angenommenen Functionen, diese sich von 
selbst auf Functionen einer geringeren Anzahl von Yariabelen als n-^p—k 
reduciren. 

Handelt es sich z. B. um einen festen Körper, der sich um den An- 
fangspunkt der im Räume festen Axen X, Y, Z drehen kann, so lassen 
sich die cosinus der Winkel, welche die durch gelegten Hauptaxen des 
Körpers mit den Coordinatenaxen einsch Hessen, in bekannter Weise durch die 
drei Yariabelen 0, (p^ \p ausdrücken, und also auch die Coordinaten x, y y z 
eines Punktes, der in Bezug auf die Hauptaxen die Coordinaten o^i, y^, «i 
hat. Wird nun sin0 = O, so hängen die x und y nur noch von der einen 
Yariabelen ^ + V^ ab; es ist also in einem Problem, in welchem die den 
Gleichungen (4.) entsprechenden Gleichungen befriedigt werden durch die An- 
nahme sintf = 0, und etwa sinv/ = 0, nicht ohne Weiteres auf eine Gleich- 
gewichtslage zu schliessen. Ein solches Problem ist das (z. B. von Herrn 
Lottner^) behandelte) Problem: die Gleichgewichtslagen eines festen Körpers zu 
bestimmen, welcher sich um einen auf der rotirenden Erde festen Punkt drehen 



*) Programm der Realschule zu Lippstadt, 1860. 
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kann^ wenn der Schwerpunkt auf einer der Ilauptaxen liegt, die durch den 
festen Punkt gehen. 

Die Gleichgewichtsgleichungen werden hier: 

1. itfo^^sin^cosi// = 0, 

2. (-4— fi)(Jt)^sin^ösinycosy = 0, 

3. w^sinöcosöjC— ^sin^y— Bcos'y} = itf«{flf.vC08Ösin^^— ^^.sioö}; 

hier ist die Axe der Z parallel der Erdaxe durch den festen Punkt nach 
Norden gezogen, die Axe der X senkrecht darauf in der Richtung des Radius 
des Parallelkreises; g^^ gy sind die Componenten der Schwere in nach 
diesen Axen; A^ B, C die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf diese 
Axen, M die Masse, und s die auf der negativen Axe Z| gezählte Entfernung 
des Schwerpunkts des Körpers von 0; endlich ist co die Winkelgeschwindig- 
keit der Erde. 

Die Gleichungen werden offenbar durch die Annahmen 

Ö = 0, 1^ = 

crfflllt; aber diese Annahmen liefern keine Gleichgewichtslage. Herr Lotfner 
hat dies natflrlich auch bemerkt, aber woher die Möglichkeil rflhrt, dass solche 
dem Problem fremde Wurzeln in die Gleichgewicbtsbedingungen eintreten, 
schien mir einer besonderen Erörterung werth. 

Berlin, 1865. 
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lieber einige von Steiner behandelte Curven. 

(Von Herrn A. Clebich am Gietsen.) 



xm 47^* Bande, pag. 4 dieses Journals behandelt Steiner drei Curven 
im Zusammenhange, von denen eine die Ueaesehe Curve ist; die zweite hat 
Herr Cremona in seiner ^Introd. ad una teoria geom. delle eurve piane^ die 
S/et^iersche genannt. Letztere ist der geometrische Ort der Pole, deren erste 
Polare, genommen in Bezug auf eine gegebene Curve m^^' Ordnung ^ einen 
Doppelpunkt hat; die erste ist der Ort dieser Doppelpunkte selbst. Die dritte 
a. a. 0. von Steiner behandelte Curve dhdlich ist die Enveleppe der Geraden 
welche den Doppelpunkt mtt dem ihm zugehörigen Pole verbinden. 

Die erste der genannten Curven besitzt im Allgemeinen weder Doppel- 
noch Rfickkehrpunkte ; Grad (g)^ Klasse (it), Anzahl von Doppeltangenten (#), 
Wendetangenten (ir), Doppelpunkte (d) und Rfickkehrpunkte (r) erfahren also 
far sie keine besondern Reductionen. Fflr die zweite Curve hat Steiner die 
Wertho g\, k\ (^ w\ d', r angegeben, und Herr Cremona hat die synthe- 
tische Ableitung a. a. 0. pag. 96 geliefert. Von der dritten Curve giebt 
Steiner nur die Klasse t" an. Ich werde analytisch die Werlhe von g', k', g", 
k* entwickeln; in der That genflgt die Kenntnis^ dieser Zahlen, um auch f, 
w\ i y r^ fl\ w", d", r' sofort anzugeben. Denn diese drei Curven entsprechen 

c 

sich Punkt fflr Punkt, und gehören daher nach einem früher von mir benatxten 
Ausdruck demselben GeteUechte an, d. h. es finden mit Rflcksicht darauf, dass 

^=3n-6, * = 3(«-2}(3ii-7), 
ie> = 9(«-3)f3i»-8), <f»r=:0, 

t = Y(«-l)(«~2)(«-3)(3>i-8) 

folgende Gleichungen statt (vgl. dieses Journal Band 64, pag. 9S): 

g ig' -3)-2if- 2r' = g" (g" - 3) -2rf '- 2f " = ^ (y - 3) - 3d-2r 
- *'(*'- 3) -2('-2ir' = *"(*"- 3) -2«"- 2»" = *(*-3)-2/ -2» 
(1.) ^^k'-2g'+r' =r-29"+r" ==k~2g+r 

^g'~2k'+w' =g"-2k"~^-w" =g-2k+w 

= 2(f»-l) = 9(ii-2X«-3), 
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aus denen, wenn man g, k, g'^ k* kennt, die fibrigen Grössen leicht ge- 
funden werden. 

Wenn n = die Gleichung der gegebenen Curve ist^ und ti,, Ui„ etc. 
die Differenlialquotienfen von u bedeuten, so bestimmt sieh die Abhängigkeit 
des Doppelpunkts x von dem zugehörigen Pole y durch die Gleichungen 

(2.) yi «21 +yi «22+^3 2*33 = 0, 

Ul«^l + y2«'32 + y3«33 = 

(vgl. dieses Journals Band 59, pag. 128). Man erhält daraus die Steinersche 
Curve durch Elimination der y, und dieselbe ist also vom Grade 5r' = 3(ii— 2)^ 
Die Coordiuaten a einer Tangente der S/eÄierschen Curve findet man 
aus den Formeln 

(3) 1^'^* +«2^2 +«3^3 = 0, 

^ ccidyi+a2dy2 + cczdyi = 0. 
Nun folgt aus der Differentiation von (2.): 

(4.) = yidun+y2dua+yzduQ+Uudyi+U2idy2+H^idy^. 

Multiplicirt man nun die Gleichungen (2.) einmal mit a^i, a^, Xy^ das andere 
Mal mit dx^^ dx^^ dx^ und addirt jedesmal, so kommt: 

lO == yidui^y2du2+yidUi; 

und also wenn man (4.) mit Xi multiplicirt, und nach i summirt: 

r^ u^dij,-\'Uidyi'\rUydy^. 

Vergleicht man diese Gleichung, und die erste Gleichung (5.) mit (3.), so er- 
giebt sich 

(6.) acr|r=tt,, ^i«2 = fl2, /iCf3 = ll3. 

Die Gleichung der 67e2;t£;rschen Curve in Liniencoordinalen folgt also, wenn 
man aus diesen Gleichungen und aus der Gleichung 

(7.) = z/ = -2' + iii,tt^2tt3j 

die X eliminirt. Soll die Tangente a durch einen bestimmten Punkt e gehen, 
so mflssen die x den beiden Gleichungen genflgen 

^=0, WiCi + «2 02 + 113 03 = 0. 

Die Gesammtzahl ihrer Lösungen ist &' = 3(ii— l)(ii— 2). 

Journal fttr Mathematik Bd. LXIV. Heft 8. 38 



290 Clebichf über einige eon Steiner bekandelie Curven. 

Aus diesen beiden Bestimmungen folgen nun zusammen mit (1.) die 
folgenden Bestimmungen {Steiner und Cremona a. a. 0.): 

«,' = 3(ii-2)(4ii-9), 

r' = l2(ii~2)(ii-3), 

a = s(«-2)(ii~3)(3ii^-~9fi~5), 

( = |(,j-.2)(ii-3)(3ii'-3ii-8). 

Die Coordinaten einer Tangente ß der dritten Curve sind durch die 
Gleichungen gegeben: 

«13^1+ «2 3^2+ «3 a?3 = 0. 
Soll diese Tangente durch einen bestimmten Punkt c gehen, so muss man haben 

Dies in die Gleichungen (2.) gesetzt, giebt: 

Man findet also die entsprechenden Werthe der x aus den Gleichungen 
(8.) u^t^—e^fh = 0, fizf>i-'f>iUi = 0, i^iro— f?i«2 = 0. 

Die gemeinsamen Lösungen der ersten beiden unter diesen Gleichungen sind 
(2«— 3)' an der Zahl. Aber dabei sind die («— l)(ii— 2) Lösungen der Glei- 
chungen »3 = 0, «3 = auszuschliessen, fQr welche nur die ersten beiden 
Gleichungen (8.) verschwinden, nicht aber die letzte; und femer ist die offenbar 
unbrauchbare Lösung x^^c, auszuschliessen. Es bleiben also it"=3(ii— l)(ji— 2) 
Tangenten dieser Curve, welche sich durch einen gegebenen Punkt legen 
lassen (vgl. Steiner a. a. 0.). 

Betrachten wir jetzt den Schnitt einer Geraden mit dieser Curve. Ein 
Punkt B der Curve ist dadurch definirt, dass in ihm sich zwei nftchste Ge- 
raden ß schneiden, dass also 

(9.) «, = iWflD,+Ay,, 
und auch 

*, = (iU+rfa)(x,+ite,)+(A+rfA)(y,+rfyO, 
dass also 

(10.) x,d/i+/idXi+$,dl+kdy, = 0. 
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Damit aber ferner « auf einer bestimmten Geraden 

»i»i+Ö2»2+«3«3 = a, = 
liege, mnss nach (9.) 

sein. Daher kann man A = pa^^ /i^z^Qay setzen, und (10.) nimmt die 
Form an: 

(11.) x,du+yidX+(f(aj,dyi'-aydXi) = 0. 

Setzen wir ans diesen Gleichungen die Werthe der dyt in die Gleichungen 
(4.) ein, so findet sich: 

= (fa^iyiduu+y2dfhi+yiduyt)+QaydUi-(n-i)nidfji, 
oder was dasselbe ist: 

= ayZua{QaydXi-x,dfi) + ajcJSJSykUak(Qaydxt-x^d^i). 
Setzt man also der Kflrze wegen: 

(12.) Va = 9lUiiM'^y2U2a+yyUyn, 

so folgt durch Elimination der Grössen QaydXk—Xkdfi: 

(13.) Oyttn+axt^M ayUn+a^f>n Oythy + ^k^ffv^ = 0. 

Nun verschwindet wegen (2.) die Determinante der n; und da wegen (2.) 
und (12.) 

so verschwindet die Determinante der r ebenfalls. Also ist (13.) durch a^.ay 
theilbar, und die Gleichung (13.) geht dann in einen Ausdruck der Form 

(14.) SSÄay^y, = 

Ober. Inzwischen werden in Folge von (2.) die Producte y^jf« selbst den 

Unterdeterminanten Uu, von J proportional, und man kann also (14.) ersetzen 

durch die Gleichung 

SSA^U^ = 0, 

welche nur noch die x enthfilt. 

Bezeichnet man, um den links befindlichen Ausdruck genauer auszu- 
führen, durch Yn, die Unterderminante der «^ so geht (13.) zunSchst mit Hin- 
weglassung des Factors a^^-a^ über in 
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Der erste Theil dieses Ausdrucks wird durch Einfahrung von U^},i^v y^^^yh^^'- 

Den zweiten Theil kann man umformen mit Hülfe der Theorie der Curven 
dritter Ordnung. Betrachten wir nämlich für den Augenblick die f/^/, als die 
Coefficienlen einer solchen Curve, so ist {n—2)2:Vii,fia das dritte Glied der 
Determinante eines aus der Function dritter Ordnung und ihrer Determinante 
zusammengesetzten Ausdrucks. Bezeichnet man also durch T, S Ausdrücke, 
die aus den Ui^f, so zummengesetzt sind, wie die in der Theorie der Curven 
dritter Ordnung so bezeichneten Ausdrücke aus den Coefficienten dieser Curve, 
so hat mau (vgl. Bd. 55, p. 127 dieses Journals) 

«-•¥/• n»n — i ,n —^ £ rn ^ / «^«s ^ 

^VaUi, = 3g T.w--j^(»-2/.^. 

Da die Gleichung (14.) nur in Verbindung mit J ^0 betrachtet wird, so kann 
man das letzte Glied fortlassen, und die Gleichung (14.) wird also: 

(15.) :sJ,a^U,^+^^^^^^^^^T.u.a, = 0. 

Diese Gleichung ist vom Grade 5/i— 11, und bestimmt also mit J=^0 
zusammen 3(»--2)(5«-ll) Punkte x. Man hat also / = 3(«-2)(5/i~ll). 

Die Anwendung der Formeln (1.) giebt alsdann für die Singularitäten 
dieser Curve folgendes Schema: 

g" = 3(/i-2)(5;i-~ll), 

r = 3(n^l)(«-2), 

ir" = 0, 

r" = 18(ii-2)(2»-5), 

r = |(ii-2)(5w-13)(5ii^-19ii+16). 

Man kann diese Resultate noch in folgenden Sätzen ausdrücken: 
Auf der Hesseschen Curee giebt es immer 3(i}— l](it— 2) Punkte^ 
für welche, wenn man sie als Doppelpunkte einer Polaren betrachtet und 
sie mit dem entsprechenden Pol verbindet, diese Gerade durch einen ge- 
gebenen Punkt p geht. 

Auf jeder Geraden giebt es 3(n— 2)(5ii--ll) solche Punkte p, für 
welche iwei der 3(i}— l)(it— 2) Geraden zusammenfallen. 

Es giebt 18(ii— 2)(2« — 5) Punkte p, für welche drei der Geraden 
zusammenfallen. 
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Es giebl f (»-2)(5ii-^13)(5»'- 19« + 16) solcher Punkte p, für 

welche zweimal zwei jener Geraden zusammenfallen. 

Ks yiebt |(« — 2)"\V— 2/^—1) Gerade ^ welche gleichzeitig durch 

zwei Punkte der Hesseschen Curve und durch die beiden zugehöligen 

Pole gehen. 

Ick bemerke noch, dass die für die letzte Curve angestellten Betrach- 
tungen ffir i» = 3 nicht gelten. Denn in diesem Falle entsprechen sich die 
Punkte Xy y gegenseitig ; daher entspricht zwar noch jedem Punkte x oder y 
eine Gerade ce und ein Punkt z^ aber umgekehrt entsprechen einer Geraden 
a und einem Punkte z die beiden Punkte x^ y gleichzeitige so dass die im An- 
fang ausgesprochenen Voraussetzungen nicht mehr erfüllt sind. Die letzte 
Curve geht daher, statt von der sechsten Classe und von der zwölften Ord- 
nung zu sein , in eine doppelt gerechnete Curve dritter Classe und sechster 
Ordnung Aber, dieselbe, welcher Herr Cremona den Namen Cayleys beigelegt 
hat (a. a. 0. p. 108) *). 

Giessen, den 16. Juli 1864. 



*) Herr Cayley hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass in den Formeln p. 99 
dieses Bandes, in welchen das oben benutzte Princip auf die Singularitäten der Evo- 
late angewandt ist, sicli ein Irrthum findet. Die Anzahl der Wendepunkte der 
Evolute ist nicht, wie Steiner Bd. 49, p. 340' dieses Journals angegeben hat, gleich 
der Anzahl der Kückkchrpunkte der ursprünglichen Curve, sondern im Allgemeinen 
immer gleich Null. Die oingularitätcn aer Evolute sind also in der a. a. 0. ange- 
wandten Bezeichnung: 

n' =z m'~2* — 3x, 

i' = 0, 
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Extrait d'une lettre*) de M. Hermite 

& M. Borchardt 



. . . Partant de ce resallat si bean de Jacohi savoir: 
j'ai considere des polynomes a deux variables 

daf'dyP 

sous la condition a+ii==:n, ou plus gen^raleroent: 

d" (aj?*+ 2bxy + cy'~1)" 
dafdy^ 

en imilant exactement comme vous voyez le mode de gendralisation pottr passer 
des series elliptiques : ^e*^+"'« aux series Abeliennes: 

Je songeais en mdme temps a la modificalion correspondanle a apporter au 
radicai i^l— 2öa?+»^ et c'est aux expressions suivanles: 



y'i-2ax-2by + d' 4- b\ ou : ^i-2ax-2by+Ad'+2Bab+ Cb\ 
que je me suis arröte tout d'ahord. La grande imporlance du developpemenl 
de la fraclion ._,^ — -r—r appellail egalement mon attention sur Texpression : 

TIl2 — -,26 4- *T fe''^ ^' ^'^®* '^' '°^ J'^^ unpremier resultatä vous indiquer. 
Seit en efTet: 

Ua,ß sera un polynöme enlier en a: et y du degre ct + ß, et Ton aura: 

[Integrale etant prise enlre les limiles definics par la condition: 
x'+y' ^ 1 

*) Unc exposltlon plus ddtailKlo du sujet trait^ dans cette lettre se trouve dans 
les comptes reudus de l'academie des scicnces de Paris^ ann^e 1860, s^ances du 20 et 
27 f^vrier, du 6 et 13 mars. 
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sous la condilion que ia difference: a-^-ß—y^d ne soit pas nulle. Mais en 
integrant le produit de deux polynomes differents, on n'obtient plus zero, 
s'iis sont du mdme degre. Pour retablir I'analogie avec les fonctions d'une 

variable ayanl pour orjgine le. developpement de j— ^ — t^-t et qui senible 

ici se perdre, j'ai pense ä deduire des polynomes ü^^ß d'un möme degre« 
d'autres en mdme uombre, qui en dependent lineairement, auxquels je donne 
la denominalion F«,^ de maniere ä avoir: 



y/' 



toules les fois que les deux indices a ei ß^ y et J ne seront par simul- 
lanement egaux. Ce sont precisement ces polynomes, qui m'ont donne la 
generalisation des fonctions de Legendre que je recbercbais, mais il est ne- 
cessaire pour cela de sortir de Texpression l—2aa:—26y +«'+*' qui a servi 
de point de depart. 

Considerant la forme ternaire en a, b/c: 

c'+2acx+2bcy + a'+b\ 

j'observe quelle a pour forme adjointe: 

^c-^ax^byf^(a'+b'){x'+y'-^i), 
or en y faisant pour simplifier c = 1, c'est le radical 



dont le developpement donne naissance aux polynomes Va^ß^ et si Ton fail: 

on aura ce nouveau resultat: 
Soit 

«+/' = ''' <.2.3...« ^ ="-• 

Les polynomes F«,^ seront exprimes de cette maniere: 



"'^ 1.2. 3. ..II. 2» dx^dyß 

et Ton obtient Tanalogie aussi complete que possible avec les fonctions de 
Legendre. Operant donc comme le fait Jacobi (t. II de ce Journal), au moyen 
d'integrations par partie successives, je trouve quelque soit la fonction F{Xy y) : 



4> 
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entre les limiles: 

x'+y' < 1. 
J'en concitts que: 

/fv,^ßV,^,dxdy = 0, 

si les degres et 4/? et y+d ne saiit pas les mömes, comme cela devait £lre 
en effet d'apres la dependance des polynomes K„,^ et f/„^^. 

La propriele caracterislique des fonctions V^^ß consiste en ce que 
requation : 

V„ß -^ 0, 

si Ton fait abstraction du facleur a: ou j^^ suivant que a ou ß est iinpair. 

represente uue courbe fermee, la disiance d'un quelconque de ses poinls a 

forigine elanl moindre que Tunite. de sorte qu'elle est coniprise dans Fin- 
lerieur du cercle: 

D'apres Tegaüte fondamentale: 

laut qu'on n'a pas a la fois: a = y et /J = J, on voit que dans finterieur de ce 
cercle a:^+y^=l, loute fouclion F{x^y) pourra ^Ire developpee de ces deux 

manieres: 

F{x,y) = AU^p, 

F{x, y) -= B V^^ß 

qu'il semble impossible de ne pas considerer en mdmc lemps. J'ai deja Irouve 
un fait seinhlable d'un double mode de devcloppenient en m'occupanl des poly- 
nomes lires des derivees de la fonclion e''»*'^^^^^ i*>* (Comptes Rendus 1864). 
Les inlegrales suivantes qu'on obtienl facilcment: 

rr dxdy 7i__ ab' — ba' 

yyC1-2ax~-26y+a'+ft'Xl-2a'a:~2fr'y-[-a'*+6'\) "^ ö'fr^fcj? ^''*^'®'^^ l-oa'- 66" 



//, 



dxdy 

71 

aa* 



~^log(l-aa'-66'), 

T}+y' <L 1 

suffiseut pour elablir les poinls cssenliels de la theorie des fonctions 1} et V; 
je donnerai plus tard dans les Comptes Rendus quelques aulres delails. 

Paris, 27 Janvier 1865. 
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De investigando ordine systematis aequationum 
diflFerentialium vulgarium eujuscunque, 

(Ex. ill. C. G. J. Jacobi manuscriptis posthurais in medium protulit*) C. W. Borchardt.) 



1. 

Investigatio ad solvendum problema inaequalitatum reducitur. 

Systeme aequationum difFerentialium vulgarium est non canonicum**)^ 
si aequationes altissima variabilium dependentium differentialia tali modo con- 
tinent, ut horum valores ex iis petere non liceat. Id quod fit, quoties aequationes 
nonnullae altissimis illis differentialibus carentes in systemate proposito vel 
ipsae inveniuntur vel eliminatione ex eo obtinentur. Eo cctsu numerus Con- 
stantium Arbitrariarum^ quas integratio completa inducit, siee ordo systematis 
semper minor est summa altissimorum ordinum^ ad quos differenticdia singularum 
eariabilium in aequationibus differentialibus propositis ascendunt Qui ordo 
systematis cognoscitur, si per diiTerentiationes et eliminationes contingit systema 
propositum redigere in aliud forma canonica gaudens eique aequtvalens« ita ut 
de systemate canonico etiam ad propositum reditus pateat. Nam summa al- 
tissimorum ordinum, ad quos in systemate canonico differentialia singularum 
variabilium dependentium ascendunt, etiam systematis propositi non canonici 
ordo erit. Ad quem ordinem investigandum non tamen opus est ea ad formam 
canonicam reductione, sed res per considerationes sequentes absolvi potest. 

Ponamus inter yariabilem independentem t atque n variabiles depen- 
dentes Xi^ x^^ ... x^ haberi n aequationes differentiales : 

(1.) Mi = 0, «2 = 0, ... fi„ = 0, 

sitque 

AP 

altissimus ordo, ad quem in aequatione ii^ = differentialia variabilis Xj, ascen- 



*) Huic ill. Jacobi commentationi jam S. Cohn operam dederat, sed praematura 
morte abreptus manuBcriptum non reliquit prelo paratum. 

**) Systema quod hie canonicum seu forma canonica gaudens appellatur idem est 
quod in „theoria novi multiplicatoris^' forma normali praeditum vocatur (hi\|us diarii 
tom. 29, p. 369 sive Jacobi opuscula math. I., p. 219), sed plane differt ab eo. cui 
Jacobi in „nova methodo aequat. diff. partiales primi ordinis integrandi" (hijgus diarii 
tom. 60, p. 121) nomen canonici tribuit. 
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dunt. Ac primum observo, quaestionem revocari posse ad casum simpliciorem, 
qao aequationes differentiaics propositae sunt lineares. Etenim variando aequa- 
tiones (1.)) inter variationes 

obtinemns systema aequationum differentialium linearium 

(3.) t?! = 0, ©2 = 0, ... f?n = 0, 

eritque rursus h^^ altissimus ordo, ad quem differentialia ipsius ik^^^k in 
aequatione f. = J^ti, = ascendunt. Quarum aequationum differentialium li- 
nearium (3.) datur integratio completa, si pro valoribus Ar = 1, 2, . . . n ponitur 

(4.) & = fe. = A^+A^+..., 

nbi per 0|, «29 • • • HI&s Constantes Arbitrarias designamus, quas valores com- 
pleti variabilium Xi^ 0^2, ... x^ integratione aequationum (1.) eruti involvunt, 
per ßi^ ß2^ . . • vero eas Constantes Arbitrarias, quas integratio systematis (3.) 
inducit. Unde idem fit numerus Constantium Arbitrariarum in integratione com- 
pleta aequationum differentialium propositarum (1.) atque linearium (3.), sive 
utriusque systematis idem ordo est. 

In explorando ordine systematis aequationum differentialium linearium 
(3.) supponere licet Coefficientes esse Constantes. Eo aulem casu integratio 
completa metbodo nota obtinetur, nuUa ad formam canonicam reductione facta. 
Designemus per symbolum 

expressionem 

in qua A^^ Ai^ ^29 • • • ^m sunt Constantes, gaudebunt aequationes (3.), si 
Coefficientes earum constantes ponimus, bac forma 

ni Ä2 Hn 



,.. ;«, = (U// +(12)..- +-+(U" = 0, 

(0.) \ «1 '♦2 nn 



/ 
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Pono in his aequalionibus 

designantibus Cj, et i. Constantes, obtinetur e (5.): 



= c,W,<.,+C[i]jj.,+-+c.[i]j,.„ 



siquidem per 

functio quantitatis k integra ordinis m^^ designatur. 

Eliminatis Ci, Cj, ... C., prodit aequatio algebraica, cujus radices 
suggerunt valores, quos k induere potest, et cuique radici sive valori ipsius l 
respondet systema valorum ipsarum Ci, C^, ... C«, quos omnes per eandem 
Constantem Arbitrariam muitiplicare licet. Jungende cujusque variabilis §k 
valores singulis radicibus respondentes, prodit ejus valor completus, et cum 
singularum variabilium valores sie provenientes iisdem Constantibus Arbitrariis 
afficiantur, aequationum (5.) inlegratio completa tot inducit Constantes Arbi- 
trarias, quot sunt ipsius l valores. Unde ordo systematis aequationum dif- 
ferentialium linearium (3.) vel etiam ipsarum aequationum differentialium pro- 
positarum (1.) aequatur gradui aequationis algebraicae, qua k definitur. Quam 
aequationem repraesentare licet hoc modo 

(7.) = ^±W^-W^....W^(,), 

eritque gradus Determinantis ad dextram aequalis maximo ex 1.2.3...» 
aggregatis, quae e sequente 

proveniunt, indices inferiores aut superiores omnimodis permutando. Unde 
jam nacti sumus banc Propositionem memorabilem: 

Propositio I. Inter variabilem independentem t atque n variabiles 
dependentes x^^ X2^ ... x^ habeanlur n aequationes differentiales 

«i = 0, 1*2 = 0, ... f/„ = 0, 
ntque 

■ 

altissimut ordo, ad quem in aequatione Ut = diffierenHaüa varuMUs x^ asee»- 
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dunt. Jam si vocatur 

H 

maximum e 1 . 2 . 3 . . . n aggregatis 

quae obtinentur sumendo pro indicibus 

• • • 

quoscunque inter se diversos ex indicibus 1, 3, ... n; erit H ordo systematis 
aequationum differentialium propositarum sive numerus ConstanHum Arbitrariarum, 
quas earum integratio completa inducit. 

Maximum in antecedentibus voco valorem nullo aiio aggregati pro- 
positi minorem, ita ut plura maxima locum habere possint inter se aeqaalia, 
diversis indicum t'i, i,, ... t« systematis respondentia. 

Gradus aequationis algebraicae (7.) non minuitur, nisi in Determinante 
ad dextram posito Coefficiens altissimae quantitatis l potestatis evanescit. Ob- 
tinetur autem altissimae ipsius k potestatis Coefficiens, si in formando Deter- 
minante cuique functioni integrae rationaii [^].(o substituimus Coefficientem 

altissimae seu A^*^^« ipsius X potestatis, quem designabo per 
atque ex omnibus Determinantis terminis 

eos tantum servamus, in quibus summa indicum 

valorem maximum H obtinet. Quare nunquam locum habet reductio gradus, 
nisi pro duobus pluribusve indicum ii, t,, ... i. systematis aggregatum ante- 
cedens eundem valorem maximum induit atque summa productorum 

illis indicum systematis respondentium suisque signis sumtorum evanescit. 

Aequabatur autem in antecedentibus [c].(o Coefficienti termini J ^ e 

variatione functionis Ui provenientis, sive positum erat 
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^ d Xk 



dt 



Quod si tenemus, haec emergit altera Propositio antecedentis supplementaria. 
Propositio IL Vocetur 

differentiale partiale ipsius ti^ sumtum secundum eariabUis x^ altissimum quod 
funcHo Ui invoMt differentiale (i. e. ordinis h^^). Ex omnibus terminis De- 
terminantis 

ft soli retineantur +ti^/'^t4''^ti|^** , in quibus summa ordinnm differentialium 
ringularum variabilium^ secundum quae in singulis 

»1 , »2 9 ... »„ 

differenliatio partialis facta est, valarem maximum H obtinet. Jam si aggre- 
gatum terminorum Determinantis remanentium designatur Determinantis Signum 
uncis includendo hoc modo 

ordo systematis aequationum differentialium 

«i = 0, ifz = 0, ... w« = 
tum demum ealore illo maximo H inferior erit, si habetur 

quae ubi locum non habet aequatio, ordo systematis semper ealori maximo H 
aequatur. 

Nacti sumus antecedentibusnovum genus formalaram, Determinantia manca 

{2±u[u\..u^:^). 

Cajusmodi qoantitas evanescens indicio est, ordinem systematis aequationum 

differentialium 

«1 = 0, «2 = 0, ... «n = 

per indolem iliarum aequationum peculiarem diminutionem pati. 

Explorato ordine systematis aequationum differentialium quarumcunque, 
via sternitur ad inveniendam methodum, qua ipsa reductio earuro in formam 
canMicam praestari possit. Sed in hac commentatione sufficiat, in naturam 
maximi, de quo agitur, et quomodo commode inveniatur, accurate inquirere. 
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2. 

De solutione problematis inaequalitatum, quo investigatio ordinis systematis aequationam 
differentialium quarumcunque innititur. Proposito scliemate definitur Canon. Dato 

Ganone quocunque invenitur simplicissimus. 

Antecedentibus investigatio ordinis systematis aequationum differentialium 
vnlgarium revocata est ad sequens problema inaequalitatum etiam per se 
tractatu dignum: 

Problema. 

Disponantur nn quantilates hfp quaecunque in schema Quadrati, ita ut 
habeantur n series horizontales et n series eerticales quamm quaeque est n 
terminornm. Ex Ulis qnantitatibus eligantur n transversales t. e. in seriebus 
horizontalibus simul atque verticalibus diversis positae, quod fieri polest 1 .2 . . .n 
modis; ex omnibm Ulis modis quaerendus est is qui summam n numerorum 
electorum sfippeditet maximam. 

Dispositis quantitatibus /^'^ in ftguram quadraticam 

hl hi , , . hn 

h'i h'l . . . A'„' 



earum systema appellabo schetna propositum; omne Schema inde ortum ad- 
dendo singulis ejusdem seriei horizontalis terminis eandem quantitatem apeilabo 

Schema derivatum, Sit 

/(o 

quantitas addenda terminis i'"" seriei horizontalis. quo facto singuia 1.2...» 
aggregata transversalia, inter quae maximum eligendum est, eadem augebuntur 
quantitate 

quippe ad singuia aggregata formanda e quaque serie horizontal! unus eligendus 
est terminus. Qua de re si statuitur 

atquo aggregalum transversale maximum e terminis hi'^ formatum 
fit valor aggregati transversalis maximi e terminis p^'' formati 




C. G. J. Jacobif de investigando ord. systematis aeguat. differenU vulgarium. 303 

et vice versa. Itaqne ad maximum propositam invenienduro perinde est, sive 
quaestio de quantitatibus h^\ sive de quantitatibus pjp instituatur. 

Faciamos qaantitates l', V\ ... t^^ sie determinalas esse, ut, quanti- 
tatibus pi*^ ad instar quantitatum hli^ in figuram quadraticam dispositis et e 
quaque serie verticali termino maximo electo, maxima illa omnia in diversis 

seriebus borizontalibus jaceant. Unde si 'pi^ vocatur maximus terminorum 

pU pik'5 • • • pi"^ 
Bggregatum 

p(..)+pO.)+...+p^;«> 

inter omnia aggregata transversalia e quantitatibus p('^ formata erit maximum. 
Hoc igitur casu sine negolio etiam habetur maximum aggregatum transversale 
e quantitatibus propositis Aj[*^ formatum 

Unde solutum est inaequalitatum problema propositum, simulatque inventae sunt 
quantitates l\ i\ ... /^"^ dictae conditioni satisfacientes. 

Figuram quadraticam, in qua diversarum verticalium maxima simul in 
diversis seriebus horizontalibus sunt, breeitatis causa vocabo Canonem, Patet 
in ejusmodi Canone terminos omnes eadem quantitate augeri vel diminui posse; 
unde sequitur e quantitatibus l\ l" , ... /^"^ unam pluresve nuUitati aequari 
posse, dum reliquae fiant positivae. Si IS'^ = 0, series jöJ*\ jöi*\ . . . p^^ eadem 
est atque series figurae propositae A['\ M'^ . . . h!;p, unde Canonis seriem, cui 
respondet quantitas / evanescens^ vocabo in sequentibus seriem immutcUam. 
Jam ex omnibus soiutionibus una erit simplicissima , in qua scilicet singulae 
quantitates l^^ valores minimos positives. induunt, ita ut nuUa alia detur, pro 
qua aliquae quantitatum /^'^ valores inferiores obtinent, dum reliquae immutatae 
manent. Canonem ei soiutioni respondentem appellabo Canonem simplidssimum, 
de cujus habitu in sequentibus agam. 

Ad scbema quadraticum quodcunque sequentes denominationes refero, 
quae bene tenendae sunt. Sab voce seriei semper intelligam horissontalem; 
si de verticalibus sermo incidit, id diserte adjicietur. Sub voce maximi semper 
intelligam terminum inter omnes ejusdem eerticalis maximum seu certe nuUo 
reliquorum minorem. Unde appellabo seriei maximum eum seriei horizontalis 
terminum, qui maximus est inter omnes cum eo in eadem verticali positos. 
Fieri potest ut series nullum maximum babeat vel etiam plura inter se diversa. 
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At si figura Canonis instar constitota est, quaeque series uno certe maximo 
gaudet, quod, si in cadem serie plura insunt, semper ita sumere licet, ut omnia 
diversarnm serierum maxima ad diversas verticalcs pertineant, i. e. maximorum 
transversalium systema completwn formen!. Consideremus in Canone simpli- 
cissimo horum maximorum systema, et si plura ejusmodi dantur, unum aliquod 
eligamus. Jam distribuamus omnes series quocunque modo in duas partes, 
series J et series K tales, ut nulla serierum K immutata sit, i. e. nulla quan- 
titatum ly quae ad series K pertinent, evanescat: dico haberi 

Theorema I. In Canone simplidssimo e mctximia serierum K sattem 
unum esty cui aequalis exstat terminus in eadem eerticali positus et ad series 
J pertinens. 

Alioquin enim quantitates / ad series K pertinentes omnes eadem 
quantitate minuere liceret. usque dum aut una quantitatum / evanesceret, aut 
unum e maximis serierum K aequale evaderet alicui termino in eadem verti- 
cali posito et ad series J pertinenti. Neque enim ea re maxima diversarum 
serierum cessarent esse maxima, neque Canonis constitutio turbaretur. Quan- 
titates / autem propositae eo casu non forent minimae positivae neque igitur 
Canon foret simplicissimus. 

Si pro Seriebus K sumitur series singularis« sequitur e theoremate prae- 
eedente hoc alterum 

Theorema II. In Canone simplidssimo seriei uniuscunque non im-- 
mutatae maximo aequatur atter terminus in eadem verticali. 

Proposito Canone simplicissimo rursus eligamus unum certum systema 
completum maximorum transversalium. In serie quacunque a^^ cui respondet 
quantitas / non evanescens, sumatur maximum^ cui secundum II. in eadem 
verticali sit aequalis terminus seriei a^^% in qua rursus sumatur maximum, cui 
aequatur in eadem verticali terminus seriei a^^% et ita porro. Si dato maximo 
plures aequantur termini in eadem verticali, processus praescriptus pluribus modis 
institui potest, sed habetur 

Theorema III. In Canone simplicissimo e eariis modis a data serie 
per processum praescriptum ad alias transeundi unus semper exstat, quo per-- 
venitur ad seriem immutatam i. e. seriem, cui respondet vaior / = 0. 

Nam simulac theorema III. locum non habet, Canonis series in dno 
complexus dividantur, quorum primus omnes series amplectatur, ad quas a 
data serie per processum praescriptum transire licet et secundus omnes, ad 
quas transire non licet, ita ut series immutatae omnes in secundo complexu 
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sint. Quo facto primum complexum pro seriebus K, secundum pro seriebus J 
theorematis I. sumere licet. Ergo secundum theorema I. a serie primi com- 
plexus ad seriem secundi transitus datur, quod est contra hypotbesin. Unde 
suppositio theorema III. locum non babere est absurda. 

Canonem quemcunque , pro quo quantitates l\ l", . . . /^"^ respective 
induunt valores m'y m", . . . m^"^, quos semper positivos aut evanescentes sup- 
pono, in sequentibus brevitatis causa vocabo Canonem {m^ m"y . . . m^"^}. Quo 
statuto de binis Canonibus quibuscunque habetur. 

Theorema IV. Propositis binis Canonibus^ primo (/", /"', . . . f^""^) et 
secundo {g\ g*', . . . jf^"^), semper alius dabitur Canon {m\ m*\ . . . m^"^) laiis^ ut 
unaquaeque quaniitas m^'^ minimae ipsarum f^'^, g^^ aut aequalis aut ea minor sit. 

Unde sequitur hoc CoroIIarium: 

Canon simplidssimus est unicus, sive unicum datur systema quwititatum 
V^ V'y . . . /^"^, quae Canonem simplidssimum suppeditant, 

Sint quantitates ^^"+'^, 5f^"+'^, . . . g^"^ ipsis /^""^'^ /^^*'+'>, . . . /"^"^ respec- 
tive majores, reliquae autem g'^ g\ . . . g^"*^ ipsis f\ f\ . . . /"^"^ respective 
aut aequales aut minores. Vocemus respective ^j^'^ et r|[*^ quantitates, quae 
primum et secundum Canonem constituunt, ubi generaliter fit 

sitque rursus systema maximorum transversalium in primo Canpne 

yi 9 qi t ... y« ^ 
ubi omnes ii, ii^ ... t„ inter se diversi sunt; in secundo Canone systema 
maximorum transversalium habetur etiam 

Nam omnia aggregata transversalia secundi Canonis ab aggregatis responden- 
tibus primi eadem quantitate 

difiPerunt, unde, cum aggregatum 

maximum sit, etiam aggregatum 

maximum esse debet. At in quoque Canone secundum definitionem ejus sta- 
bilitam datur aggregatum transversale maximum, cujus singuli tcrmini sinl 
maximi inter omnes ejusdem verticalis, quibus maximis respective in prima, 
secunda, ... vi'' verticaii aequari debent termini 
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'19 ^2 9 ... 'n'i 

xlV eorum aggregatum et ipsum conslituere possit maximum. ünde cum 
f\, $2, ... t'n omnes inter se diversi sint, termini illi et ipsi systema maximoniin 
transversaliam constituunt, q. d. e. 

Cum quanlitates ^^«+'^ ^^"+'>, . . . g^"^ respeclive ipsis /^'+^\ ^^•'+^>, . . . 
/^"^ majores sint, qaantitates autem f, f^\ ... ^^"^ omnes supponantar =0 
aut positivae, qaantitates g^'"'^^^, fl'^''"*"^\ • • • fl'^"^ omnes sunt positivae Z> 0. Jam 
. observo fieri non posse ut in Canonis [g\ g*\ . . . g^""^) serie («+!)% (a+2)% . . . 
vel n^ inveniatur maximum, cui aequalis existat terminns in eadem verticali 
positus sed ad unam reliqnarum seriernm pertinens. Sit enim maximum illud 
in Serie fj^y terminus ei aequalis in serie t^^ ut sit 

^k — ^k 9 

ubi t est unus e numeris 1, 2, ... «^ atque t;^ unus e numeris a+l, ol-\-2^ ... n: 
erit e formula supra tradita 

ubi secundum suppositionem factam grW— ^('*) ^ Q atque g^^^—/^*^ ^ Unde 

Hk ^^ Hk 'i 

quod absurdum est, cum q^l^^^ sit maximum inter omnes terminos ejusdem ver- 
ticalis quy 4^^ • • • 9l["^* lA\w^ cum in secundo Canone maximo in (a+1)^, 
(a4-2)% ... vel n^ serie posito nuUus aequalis esse possit terminus in eadem 
verticali in reliquis seriebus positus, quantitates fl'^'"^*^ fl^^"^% • • • fl'^"^ omnes 
eadem quantitate decrescere possunt, reliquis immutatis manentibus, usque dum 
in aliqua serie (a+1)**, (a4-2)% ... vel n** inveniatur maximum, quod non 
superet valorem alius termini in eadem verticali ad reliquas series pertinentis, 
aut dum una quantitatum fl'^''"*"*^ 5'^""'"% • • • fl'^"^ evanescat. Qua diminutione 
nullum maximum neque igitur Canonis natura destruitur. Si hac ratione obtinetur 

^9 9 S ^ '*' 9 9 9i > ff i y '•' 9i ) 
atque inter quantitates ff{"^^^, gk^^^^} • • • ^psae g[^^^\ fl'i''"*^^^ • • • adhuc quanti- 
tatibus f^-^^^y fiß+'i)^ ^ , ^ majores sunt, eadem methodo novus Canon obtinetur, 
in quo quantitates illae denuo diminutionem subierunt, sicque pergere licet, 
usque dum perveniatur ad Canonem 

(m', m", . . . m^^\ m^'-^'\ m("+'>, . ... iw^»>), 
ubi quantitates uncis inclusae omnes quantitatibus respondentibus ipsarum f\ 
/", . . . ^^"^ et g', g'\ . . . ^^"^ aut minores aut iis aequales sunt, q. d. e. 
Sequitur e Theoremate IV. 
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Theorema V. Nullua datur Canon , pro quo aliqua qtiantitatum l\ 
V\ ... /^"^ eatorem minorem indnat quam pro Canone simplidssimo. 

Scilicet si talis daretur Canon, per methodam antecedentem obtineri 
posset alius, pro quo una certe quantitatum l'y V\ ... /^"^ valorem minorem 
indueret qaam pro Canone simplicissimo^ reliquae autem valores non majores, 
quod est contra Canonis simplicissimi definitioncm. Com valor minimus, quem 
quantitates /', V\ . . . /^"^ obtinere possint, sit = 0, e propositione V. sequitur 
fanquam Corollarium 

Theorema VI. Series, quae in Canone quocunque habetur immutatay 
eadem in Canone simplicissimo inveniatur necesse est. 

Ut cognoscatar, utrum Canon aliquis sit simplicissimus necne, adhiberi 
potest haec propositio: 

Theorema VII. Proposito Canone atque in eo maximorum trang^ 
versalium systemate electo, notentur primum series immutatae A, deinde series 
By quarum maximis aequantur termini in eadem eerticali ad series A per^ 
tinentes; deinde series C, quarum maximis aequantur termini in eadem eer- 
ticali ad series B pertinentes et ita porro. Si hac ratione pergendo exhaurire 
licet omnes Canonis series^ Canon erit simplicissimus. 

Pertineant quantitates l', V\ ... /^"^ ad Canonem propositum, quantitates 
/(, /m ••• ^i"^ autem ad alterum Canonem. Consideremus idem maximorum trans- 
versalium systema atque in theoremate proposito electum supponitur, cui etiam 
in altero Canone respondebit maximorum transversalium systema. 

Sit l[y^ < l^^^y seriei y^® maximum in altero Canone gaudebit minore 
valore quam in Canone proposito. Pertineat series y^ ad complexum C^ ita 
ut in Canone proposito maximo seriei y^ aequetur terminus alicujus seriei ß^ 
ad complexum B pertinenlis, fieri etiam debel l[^ <Z '^. Vocando enim pro- 
positi Canonis terminos pP, alterius q[^\ erit 

unde si pj^^^=pi^^ est maximum seriei y^% erit 

Unde cum sit ql^^ maximum in k^ verlicali ideoque ^j^^^ ^ q^f^ atque l[^^ < Z^^^, 
fieri debet /\^^</^^\ 

Porro in Canone proposito aequatur maximo seriei ß^"" terminus seriei 
a^® ad complexum A pertinentis, atque eodem modo demonstratur, fieri /J**^ < l^"\ 
quod absurdum est^ quia secundum suppositionem factam /('') = est atque 

40* 
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ipsae /|, /j', . . . /['^ aut evanescentes aut positivae sunt. Eodem modo procedit 
redoctio ab absurdum, ad quemcanqne complexum A, B, C, D,. . . . perlineat 
series y* cui respoodet in altero Canooe quantitas l[^^ minor quam in pro- 
posito f*^)'^ Unde si Canon ita conslilntus est atque in VII. supponitur, pro 
nuUo alio quantilates / valores indaere possuot inferiores quam in proposilo; 
sive Canon propositus est simplicissimus. 

Aniecedentia solotionem qnoqae conlinent problemstis, dato Canone 
quocunque invenire Btmplicissimvm. Supponere licet, in dato Canone unam ad 
minimum esse seriem immatalam; qnae, nisi jam invenilur, obtineri polest ipsas 
/ omnes eadem qnantitate diminuendo. Ut in theoremate VII. seriernm immata- 
tarum complexum vocemus A atque complexus ibidem definitos B, C, .. . 
formemus. Hac r&tione pergendo si omnes series exhauriuntur, Canon secoodam 
YII. jam ipse est simplicissimus. Ponamos antem relinqui series non prae- 
ditas talibas maximis qoibus aequentur termini ejusdem verticalis ad complexns 
formales pertinentes. Tum reliquarom seriernm termini (vel quantitales / ad 
eas series pertinentes) omnes eadem quantitate diminuantnr, nsque dnm earum 
qnantilalum / una evanescat aut earum seriernm maximum aliquod eo decreverit, 
Dt ei aequalis terminus in eadem verlicali ad coraplexus formales pertinens 
invenialur. Quo facto novus eruitur Canon, in quo auctus est numerus seriernm 
perlinentinm ad complexas rcgula indicala formales. Si jam omnes series 
in complexus illos ineunt, Canon erutus eril simplicissimus. Si non, novus 
DOTUsque Canon eadem methodo eruendus est, semperque panciores a com- 
plexibas, qui formari possunt, rellnquuntur series, nnde tandem pervenielnr 
ad Canonem, in quo complexus, qui formari possunt, series omnes exhaariunt, 
qui Canon est simplicissimus quaesitus. 

Exemplum. 
Schema propoeitum. Canon propositus. 
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Canon dcrivatus I. 



Canon deriTatus 11. 
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E scfaemate proposiio, addeiido terminis scrierum diversarum respcciive 
numeros 5, 8, 3, 1, 5, 6, aliad oblinetur scbema, in quo Icrmini inter 
omnes ejusdem verlicalis maximi in diversis seriebus horizontalibus sotit, quae 
est Canonis proprielas cbaracleristica. 

Proponttur Canonem simplicissimum investigare. Conslituit in dato 
Canone series VII. complexam A. De reliquarum serieram lerminis detrabo 
unitalem, prodit Canon derivatus I. 

In Canone derivato I. series IV. et VII. constitnunt complexum A, series 
I. complexum B. De retiquanim terminis delraho 2, prodit Canon derivatus II. 

lo Canone derivato II. series III., IV., VI!, constiluunt complexum A, 
series I. et VI. complexum B; detrabendo de secnnda et qainta serie unita- 
tem, prodit Canon nltimus seu simplicissimus, cui respondent ipsarum / valores 
4, 4, 0, 0, 1, 3, 0. Quos addendo lerminis seriorum diversarum scbematis 
proposili, prodit Canon simplicissimas. Series III., IV., VII. complexum A, 
series L, IL, V., VI. complexum £ constiluunt; quos coroplexus series omnes 
exhaorire videmus, qnae est Canonis simpücissimi propiietas characteristica. — 
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Si non datur Canon aliquis, sed tantum schematis proposili termini, 
qui aggregatum maximum transversale coastilaunt, ad Canonem simplicissimum 
perveniiur caique seriei minimam addendo qoantitalem, qua efficilnr, ut datna 
ejus tcrminus ad aggregatnm transversale maximum pertioens fiat in saa ver- 
ticoli maxiroo aequalis. Qao negolio ad omnes series adblbito et si opns est 
repetito, tandem ad Caoonem perveniri debel, qui erit simplicisstmus, cum in- 
cremenia seriebus non majora addila sint, quam necessario poslolatar, ut ter- 
mini dati, in sua qoisque verlicali, maximi fiant. 
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Termini astcriscis notati aggregalum transversale mnximam formant. 
scilicet sumsi Schema proposiluni e Canone praecedente, seriebus borizontalibus 
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in verücales, verticalibus in horizontales conversis; quo facto manent termini 
aggregatum transversale maximum constituentes iidem, Schema autem desinit 
esse Canon. 

Seriebus 

L, IL, in., IV., V. 

addo respective secundum datam regulam 

8, 6, 8, 2, 7, 
prodit Schema derivatum. 
Seriebus 

addo respective 

6, 4, 

prodit Canon simplicissimus quaesitus, in quo series III. , VI., V., VI., VIL im- 

mutatae manent atque in schemate derivato. In Canone erulo constituunt 

series VI., VIL complexum A, series III., IV., V. complexum B, series I. 

complexum C, qui compiexus cum omnes series amplectantur, indicium ob- 

tinuimus Canonem esse simplicissimum. — 

Cum dato Canone etiam innotescat schematis propositi aggregatum 

transversale maximum, ad problema antecedentibus solutum revocari potest 

alterum problema, dato Canone quocunque investigare simplicissimum. Cujus 

igitur duplex habetur solutio, altera per subtractiones successivas, uti supra, 

altera per additiones successivas procedens, uti fit, si e dato Canone petimus 

schematis propositi aggregatum transversale maximum eoque cognito methodum 

antecedentem applicamus. 

3. 

Solutio problematis inaequalitatum in paragrapho praeeedente tractati terminatur. 

Proposito schemate invenitur Canon. 

Restat ut demonstretur, quomodo Canon aliquis investigari possit; quippe 
quocunque invento, vidimus variis modis erui simplicissimum. Proponamus igitur 
sequens inaequalitatum problema, quod pro principali haberi debet. 

Problema. 

Datis nn quantitalibus hi^, ubi indidbus i et k ealores 1, 2, ... n 
conveniunt^ invenire tales n quantitates minimas positieas 

ut posito 
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alque pro singulis k electo tnaximo tnter terminos 



quod Sit 



indices 



j' 



Pk> Pk, 



J<0 

Pk 9 



Pk 9 



omnes inier se dieersi sint. 

Solutio. 

Prima et quasi praeparatoria operatio eo consistit, ut, si in schemate 
proposito habentur series, in quibus nulla inveniantur mctxima, earum quaeque 
minima quantitate augeatur, qua fit, ut unus ejus terminus aequalis evadat 
tnaximo in eadem verticali posito. Sic obtinetur novum Schema, quod schema 
praeparatum voco et in quo quaeque series uno pluribusve maximis gaudet. 
Diversarnm schematis praeparati serierum maxima omnia ad diversas verti- 
cales pertineant non necesse est. Sed ad minimum duarum serierum maxima 
habentur, quae ad ducis verticales pertinent, in quem casum extremum non in- 
cidimus, nisi omnia maxima in una eademque serie jacent atque insuper in 
una eademque verticali termini omnes inter se aequales sunt; quod si secus 
fit, maximorum transversalium numerus semper est >> 2. Si n = 2, prima illa 
operatione problema absolvitur. 

In schemate praeparato quaero maximum numerum maximorum trans- 
versalium, quorum systema ubi pluribus modis eligi potest, sufficit unum certum 
eorum systema considerare. Quo electo solutionem problematis propositi ita 
adorno, ut numerus maximorum transversalium successive augeatur, usque dum 
eruatur Schema systemate completo n maximorum transversalium praeditum, 
qui erit Canon quaesitus. Sufficit igitur demonstrare, idoneis serierum aug- 
mentationibus numerum maximorum transversalium unitate augeri posse. 

Divido Schema praeparatum in quatuor spa- 
\ia Ay B, C, D sicuti in figura apposita. Po- 
namus maxima transversalia electa omnia esse in 
spatio A, ita ut series, in quibus maxima illa sunt, 
occupent spatia A et C; verticales autem, ad quas 
pertinent, spatia A et B. Series spatia ^ et C 
occupantes voco superiores, spatia B et D occu- 
pantes inferiores. Porro verticales spatia A et 
B occupantes voco laef>as, spatia C et Z) occu- 
pantes dextras. Jam in spatio D nuUum invenitur 
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maximuiQ. Alioquin enim numerus maximorum transversalium augeretur, contra 
hypothesin maximum numerum maximorum transversalium electum esse. Unde 
verticales dextrae sua habent maxima in C; termini autem serierum inferiorum 
in suis verticalibus maximi erunt in B, et eorum quisque aequatur maximo 
in eadem verticali in A posito, quum in spatio A sint maxima omnium verti- 
calium laevamm, aeque ac serierum omnium superiorum. 

His positis series omnes in tres Classes distribuo, quae sie eruuntur. 

Eligo eas serierum superiorum, quae praeter maxima in A alio vel 
aliis in C positis gaudent, cujusmodi serierum una saltem exstat. Ponamus 
alicuius iiiarum serierum maximo in A posito aequari alium terminum in ea- 
dem verticali; quaeratur maximum in eadem serie cum hoc termino positum, 
et si huic rursus aequatur alius terminus in eadem verticali, rursus quaeratur 
maximum cum hoc termino in eadem serie positum et sie porro. Omnes series, 
ad quas hac ratione perveniri potest junctae seriebus a qnibus proficiscendum 
erat, constituunt Ciassem Primam. 

Dico inier series Primae Classis nullam ineeniri seriem inferiorem, neque 
igitur ullam seriem superiorem, a qua per methodum indicatam ad seriem 
inferiorem perveniri liceat. Scilicet proficiscendo a serie quae praeter maxi- 
mum in A alio in C gaudet, consideremus systema maximorum in A positorum, 
ad quae methodo iudicata perveniatur ; quorum ultimo, si fieri potest, aequetur 
terminus ejusdem verticalis in B positus. Maxima illa in A posita omnia se- . 
cundum suppositionem sunt transversalia , quorum in locum aliud obtinebitur 
systema maximorum transversalium, si cuique substituitur ejusdem verticalis 
terminus aequalis. Qua in re ultimo maximo substituitur terminus in B positus, 
prima autem series, a qua profecti sumus, non amplius adhibetur. Unde novo 
maximorum systemati jungende hujus seriei maximum in C positum, numerus 
maximorum transversalium unitate augetur, id quod contradicit suppositioni 
maximum numerum maximorum transversalium electum fuisse. Scilicet seriebus 
superioribus accederet inferior, in qua est terminus ultimo maximo aequalis, 
verticalibus autem laevis accederet dextra, in qua est maximum aliquod seriei 
a qua profecti sumus. 

Ad Ciassem Secundam pertinent series superiores, quae non ad Primam 
Ciassem pertinent et a quibus nee ipsis methodo iudicata ad seriem inferiorem 
transitus datur. Fieri potest ut haec Classis omnino non existat. 

Ad Ciassem Tertiam; denique pertinent series inferiores omnes eaeque 
superiores a quibus methodo tradita ad series inferiores transitus datur. Unde 
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«t tertninus seriei inferiaris aequatur maximo seriei mperioris in etidem f>ert^ 
coli — quod semper fit — ea series mperior ad Ciassem Tertiam pertmebiL 
Tertia classis, nisi Schema jam ipse Canon est, duabns saltem seriebus, uns 
inferiore, ona superiore constat. 

Id quod sapra de Classe Prima demonstravi jam ita enontio, ut dicam, 
tu/er series superiores Tertiae Classis mtllam ineeniri seriem, quae maximo im 
C posito gaudeat. Qua propositionis forma postea utar. 

Observationes hac occasione factae simul praebent methodam exhibendi 
maximnm numernm maximorum transversalium in schemate praeparato. Etenim 
posito maximorum transversalium systemate quod primnm se offert, ipsa classi- 
ficatio serierum indicat si eornm numerus augeri potest. 

Facta classificatione antecedentibus praesoripta, tota Classis Tertia eadem 
quanUtate augeatur, eaqne minima^ qua effidhir, ut unus serierum ejus Classis 
terminus aequalis eeadat termino maximo alicui ejusdem eerticalis ad seriem 
Secundae aut Primae Classis pertinenti. 

Quod si ad Primam Ciassem pertinet maximum, numerus maximorum 
transversalium augeri potest. Dabitur enim series superior, quae praeter 
maximum in A alio in C gaudet, et a qua via iudicata ad seriem aliquam in- 
feriorem transitus datur. Quae series adjicienda est serierum superiorum nu** 
mero, dum verticalium laevarum numerus ea augendus est verticali dextra, in 
qua maximum illud in C positum invenitur. Si jacet in D terminus ille seriei 
Tertiae Classis maximo seriei Primae Classis aequalis, maxima transversaKa 
immutata manent, eo tantum accedente termino. Si vero terminus ille jacet 
in B^ oronia mutende erunt maxima formantia catenam illam, qua ad seriem 
inferiorem descendebatur a serie praedita maximo in C posito. Scilicet cnique 
illorum maximorum transversalium substituendus est terminus ejusdem verti- 
calis ei aequalis, ultimo igitur terminus ille in B, novis maximis transversalibus 
sie erutis accedente insuper maximo primae seriei in C posito, sicuti ad Primam 

Ciassem adnotavi. 

Si maximum, cui aequatur terminus Tertiae Classis, in serie Secundae 
Classis est, nihil mutatur nisi quod haec series ad Tertiam Ciassem trans- 
migrat simulque reliquae omnes Secundae Classis, a quibus per catenam indicatam 
ad illam seriem transitus datur. Repetita operatione rursus aut augebitur nu- 
merus maximorum transversalium, aut certe numerus serierum Secundae Classis 
minuitur, unde tandem, nisi antea numerus maximorum transversalium auetos 
est^ ad Schema pervenimus seriebus Secundae Classis destitutum, quippe quae 
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omnes ad Tertiam Glassem traDsmigraverunt. Tum autem operatione prae- 
scripta certo obtinemus maximoram transversalium augmentationem. Quam si 
assecuti sumus, pro variis casibus, qui locum habere possunt et quos enumerare 
longum esset, nova facienda est maximorum transversalium distribatio in tres 
Classes assignatas, quo facto eadem repetenda erit operatio, usque dum ad 
Canonem pervenimus, in quo series inferiores omnes ad superiores, verticales 
dextrae ad laevas transmigraverunt. 

At per methodum imtecedentibus tr(iditam non solum Canonem sed 
Canonem simplicissimum endmus. Quod ut pateat, demonstrabo quantitates, 
quibus augentur series, esse minimas quae poscuntur, ut omnino Canon prodeat. 
Ac primum, quod operationem praeparatoriam attinet, observo, Canonis terminos 
terminis respondentibus dati schematis aut superiores esse aut iis aeqnales, 
cum e dato schemale proposilum sit Canonem eruere addendo singulis serie- 
bus tantum quantitates positivas aut evanescentes. Unde in quaque Canonis 
verticali maximum aut superat aut aequat maximum in eadem verticali dati 
schematis. In Canone autem invenitur in quaque serie maximum, ideoque 
terminus aliquis, qui maximum in eadem verticali dati schematis aut superat 
aut aequat, unde quamque dati schematis seriem maximo destitutam tali augere 
debemus quantitate, ut unus ejus terminus maximum ejusdem verticalis superet 
aut aequet. Quodsi igitur quantitates notamus, quibus singuli seriei termini 
differunt a maximis in eadem verticali, quantitas qua series augenda est non 
minor esse debet quam illarum quantitatum minima. Unde quamque seriem 
maximo destitutam augendo quantitate minima^ qua unus ejus terminus aequalis 
efficitur maximo ejusdem verticalis^ certe series illas non majoribus auximus 
quantitatibus quam ad Canonem formandum flagitatur. 

Post praeparationem factam si jam ipse Canon prodit, certo ille est 
simplicissimus ; vidimus enim schematis propositi seriebus minimas quantitates 
positivas additas esse, quibus fieri possit, ut omnino Canon prodeat. Si vero 
nondum Canon prodiit, procedendum erat ad serierum distributionem in tres 
Classes assignatas. Jam demonstrabo ad Canonem eruendum fieri non posse 
ut aliqua serierum Tertiae Classis immutata manecU. 

In demonstratione vocabo S Schema praeparatum, K Canonem erutum. 
Semper suppono, quod jam ad classificationem serierum poscebatur, in S cer- 
tum maximorum transversalium systema in spatio A ante oculos haberi, ita ut, 
81 plura ejusmodi dantur systemata in spatio A^ unum aliquod ex iis eligendum 

41* 
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Sit. Similiter in K suppono^ si plora maximorum transversaiiüm systemata 
dantor, unum certam eligi. 

Consideremas in S cnnctas series superiores Tertiae Ciassis immulatasy 
8i quae dantnr, sive eas, quibus nulia qnantitas addltur Canone K formando 
sea quae in 5 el K eaedem sunt. Vocemas harum serierum complexum H 
earuroque considerenous maxima transversalia in S el K electa. Dico hamm 
maximorum systema in S atque K in iisdem verHcalibus fore. Sit enim M 
unum horum maximorum in Ky in serie immutata positum; cui respondet in 
S terminus aeqnalis ejusdem seriei et ipse in sua verticali maximus. Nam 
cum a iS ad ifir per additiones positivas perveniatnr, cujusque verticalis termini 
in S inferiores aut aequales sunt respondentibus in K; unde si eorum 
maximo in K aequatur ejusdem verticalis terminus in S, is a fortiori inter 
ejusdem verticalis terminis in S maximus esse debet. Terminus M exstare 
debet in spatio Ä^ cum series superior Tertiae Glassis secundum proprietates 
Classium stabililas non habeat terminos in sua verticali maximos in C positos. 
Vocemus Y complexum verticalium in quibus sunt serierum H maxima in Sy 
atque ponamus verticalem, in qua sit M, non pertinere ad verticales Y. Ex- 
stabil in S in illa verticali maximum N=M ad maxima transversalia in spatio 
A electa pertinens, quare maximum N in serie erit positum, quae non per- 
tinet ad series H. Nam ipsarum H maxima transversalia electa in verticalibas 
Y jacent, ipsum N autem in verticali supponitur, quae ad verticales Y non 
pertinet. Haec nova series et ipsa superior esse debet ad Tertiam Ciassem 
pertinens ; nam maximum N in spatio A jacet, et e definitione Classium tradita 
sequitur, si in eadem verticali sumuntur omnes termini maximi inter se 
aequales, series, in quibus positi sint, ad eandem Ciassem pertinere. Jam si 
ad Canonem K formandum illi seriei quantitas non evanescens addenda esset, 
terminus ipsi N in K respondens evaderet major ipso N ideoque etiam major 
termino M in eadem verticali posito, quod fieri non potest, cum sit M in sua 
verticali maximum. Unde series illa ipsa immutata esse debet, quod tamen 
absurdum est, quia supposilum est series H cunctas esse series Tertiae Ciassis 
immutatas. Unde ipsum M necessario in una verticalium V jacet; quod cum 
de quoque maximorum M valeat, sequitur, systema maximorum transversaiiüm 
serierum H in K electorum in iisdem verticalibus esse atque systema maxi- 
morum transversaiiüm earundem serierum H in S electorum, q. d. e. 

Si sumuntur in S termini respondentes et aequales maximis serierum 
H in K, formabunt illi in S alterum systema terminorum maximorum trans- 
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versalium, qui cum maxirois serierum H in iisdem seriebus horizontalibus et 
verticalibus sunt. Id quod fieri non potest, nisi utriusque systematis termini in 
eadem verticaii positi inter se aequales sunt Unde eruitur hoc Coroliarium: 
si in S in serie mperiore Tertiae Classis immutata mmatur maximum^ in eadem 
verticaii haberi in K seriei alicujus mperioris ejusdem classis maximum Uli 
aeqwüe. Maxinia antem in S vX m K semper suppono e systemate electo 
maximorum transversalium sumi. 

Ceternm eadem ratione demonstratur propositio antecedens, si H de- 
signat complexum serierum Secundae Classis immutatarum; immo pro iis tantum 
propositio vi aliqua et significatione gaudet. Etenim Tertiae Classis omnino 
non existunt series immutatae. 

Primum patet, non dari series inferiores immutatas. Si enim ex- 
stat series inferior immutata, sit M ejus maximum in K e systemate maximorum 
transversalium electorum ; idem terminus in S erit maximus inter omnes ejus- 
dem verticalis ideoque aequivalet maximo seriei alicujus superioris Tertiae 
Classis in eadem verticaii posito et ad maxima transversalia pertinenti*}. At 
secundum Coroliarium antecedens in eadem verticaii esse debet in K seriei 
alicujus superioris maximum ad maxima transversalia pertinens, unde in K 
haberentur duo maxima transversalia in eadem verticaii, alterum in serie 
superiore, alterum M in inferiore, id quod maximorum transversalium notioni 
contrarium est. 

Demonstrabo jam, si series Tertiae Classis superior exstet immutata^ 
etiam haberi inferiorem immutatam^ quod cum fieri non possit, probatum erit, 
neque superiorem neque inferiorem seriem Tertiae Classis dari immutatam. 

Ponamus dari seriem superiorem Tertiae Classis immutatam, quam per 
s designo. Secundum definitionem Tertiae Classis si s est series superior 
Tertiae Classis, dabnntur series ^, «,, «3, ... s^^x tales, ut earum maxima 
My üfi, M2^ ... itf».i9 quae e systemate maximorum transversalium electo 
sumenda sunt, habeant quodque in eadem verticaii terminum aequalem Ni in 
Serie subsequente, ultimo vero M^^^ aequetur in eadem verticaii terminus iV^^i 
seriei inferioris, ut igitur bini iV^ et M^^x sint in eadem serie, bini inter se 
aequales Mi et iV,- in eadem verticaii. Jam si series superior Tertiae Classis 
s est immutata, secundum Coroliarium antecedens dabitur in K maximum ipsi 
M aequale et in eadem verticaii positum; unde ad Canonem formandum non 
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augeri poterit series «i , alioqaiD enim augeretur termions N ipsoque tnaximo M 
in eadem verlicali posilo major evaderet. Unde series s, et ipsa inunatata 
esse debet, similUerque probatur, omnes qnoque «i, «j, ... «.^^ nee noo seriem 
iDferiorem «_ immutatam fore, quod fieri non posse vidimus. 

Cam ad Canonetn formaDdum doIIb series Tertiae Classis immatata 
maoere possit, sil f minima quantitatum qaibus illae series aageri debent, ita 
nt Omnibus quaatitate f anctis in novo schemale corte ana earum ezstet, qnae 
ad Canoneoi formandnm non amplius augenda eit, sed immutata maneat. Sit 
g quantitas minima qua ipsius S series Tertiae Classis augentur, nt unns earum 
terminus aequetur ejusdem verticatis maximo io serie Secundae aut Primae 
Classis posito. Si f <ig atque omnes series Tertiae Classis quantitate f 
angentur, in novo schemate videmus distribulionem serieram in Classes non 
alterari, sed qnamque ad eandem pertinere Ciassem atqne in S. Unde non 
potent fieri f<Cg; alioquin enim baberelur scbema« in quo darelnr series ali- 
qua Tertiae Classis immotata, qnod fieri non potest. Hinc videmus, quanülateni 
minimam qua series Tertiae Classis angendae sint, nt unus earum terminus 
aequetur ejusdem verticalis maximo in serie Primae aut Secundae Classis po- 
sito, aequalem aut inferiorem esse quantitate minima eamm, quibus series 
Tertiae Classis ad Canonem formandnm augeri debenl. Unde sequitur regnla 
tradita ounquam majores adhiberi additiones, quam ad Canonem qnemcnnqne 
formandum necessarium sit, ideoque Canonem regula nostra erutum fieri tm~ 
plicissimum. 
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In scbomate proposito tres primae series et qninta terminis maximis 
carent Qaibus aeriebus respective addili sunt nnmeri miitiini 8, 6, 7, 1, 
quibos fieri potuit, ut uniis earum terminus evaderet roaximus. In schemate 
sie praeparato in qnaque verticali terminos maximos omnes sublineaTi, insaper 
maximu traasversalia elecla stellavi (aslerisco notavi). Deinde jaxta scripto t 
denotavi series Tertiae Classis, quae sie inveniiinlnr. Primam enim ad eas 
pertinent omnes series a, quae carent termino stellato, qaas snpra inreriores 
appellavi; deinde series ß, quae terminam slellatum babent in eadem veriicali, 
in qaa et aliquis serierum a terminus sublineatur; series ß si praeter terminos 
stellalos alios habent sublineatos, in iisdem verticalibas qnaeruntur novi termini 
stellati qui ad series y pertinent, et ita porro: omnes series cc, ß, y cet 
facillime inventae formabunt Tertiam Ciassem. Patet autem ad regulam ex- 
seqnendam lantum postolari ut series Tertiae Classis cognoscantur neque dis- 
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tributione in Primam et Secundam Ciassem opus esse. Regula enim nihil 
poscit nisi ut series Tertiae Classis omnes simul quantitate minima angeantur, 
qua fit, ut earum terminus unus aeqnetur reiiquarum serierum termino maximo 
alicni steliato in eadem verticali posito. Totum igitur negotium consistit in 
hac augmentatione serierum, eleclione maximorum transversalium atque dis- 
tributione serierum Tertiae Classis post quamque augmentationem denuo effi- 
cienda. Id quod continuandum est, usque dum series Tertiae Classis non am- 
plius inveniuntur, quo casu ad Canonem simplicissimum pervenimus. 

Schematis totius post quamque mutationem denuo scribendi negotium 
variis artificiis expediri potest. Scilicet ut a schemate aliquo ad proximum 
transeamus non opus est, ut alios terminos ante oculos habeamus quam qui in 
quaque verticali maximi sunt et maximis proxime inferiores, unde hos scribere 
sufficit. Porro cum serierum ordo non respiciendus sit, sufficit series tantum 
augendas delere et auctas infra reliquas scribere quae non mutantur. Sed 
haec et alia, quae commode in magna numerorum mole adhibentur, melius 
cujusque genio relinquuntur. 
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Zur Theorie der einwerthigen Potentiale. 

(Von Herrn E. B. Chrisioffel in Zürich.) 



Die Eigenschaften der Potentiale von Massen, welche körperliche 
Räume oder Oberflächen stetig erfüllen, sind seit den Untersuchungen von 
Gauss und Green und den Entdeckungen Dirichlets so vollständig festgestellt, 
dass eine auf diese speciellen Functionen beschränkte Untersuchung fast aus- 
schliesslich auf die Reproduction bekannter Resultate angewiesen sein wärde. 

Die eben bezeichneten Potentiale sind aber weder die einzigen, welche 
in der Lehre von den nach dem iVeir/o»schen Gesetze wirkenden Anziehungs- 
kräften in Betracht zu ziehen sind, noch von ausschliesslicher Bedeutung für 
die Anwendungen. Vielmehr müssen zu ihnen, wie aus der Theorie des 
Magnetismus und der linearen elektrischen Ströme bekannt ist, noch andere 
gefügt werden, bei denen die Anziehung von einzelneu Punkten oder den 
kleinsten Theilen einer Linie aus wirkt, und von denen namentlich die auf 
den letzten Fall bezüglichen, in hinlänglicher Allgemeinheit aufgefasst, jenen an 
Wichtigkeit kaum nachstehen dürften. 

Man erkennt indessen sehr leicht, wenn man nur den Unterschied 
zwischen dem Potential eines schweren Massenpunktes und demjenigen eines 
magnetischen Elementes beachtet, dass die Eintheilung der Potentiale nach fin- 
girten Massenvertheilungeu keinen Ueberblick über den Umfang dieser Functio- 
nengattung gewähren kann, ganz abgesehen von den Schwierigkeiten, welche 
sich darbieten, wenn man die charakteristischen Eigenschaften solcher Potentiale 
an ihren, durch die vorausgesetzte Massenvertheilung bedingten Ausdrücken 
selbst aufsucht. 

Um diese Fragen zu erledigen, bin ich daher in der folgenden Arbeit 
nicht von gegebenen Ausdrücken der einzelnen Potentiale ausgegangen, sondern 
von einer Definition derselben, durch welche die allen einwerthigen Potentialen 
ausserhalb ihrer Unstetigkeitsstellen gemeinsamen Eigenschaften (art. L) und 
ihre ausnahmslose Darstellbarkeit durch convergente Rechnungsoperationen 
(art. VL) zu Merkmalen der ganzen Gattung gemacht werden. Von diesem 
Standpunkte aus besteht das Ziel der Untersuchung darin, die ganze Functionen- 
gattung nach Massgabe der mit den genannten Bedingungen verträglichen Un- 
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Stetigkeiten in ihre charakteristischen Unterabtheilungen zu zerfallen, und die 
analytischen Formen zu entwickeln, durch welche die Functionen jeder Ab- 
theilung dargestellt werden. 

Es kann als ein Vortheil dieser Behandlungsweise bezeichnet werden, 
dass sie bei jeder Gattung von Potentialen die wesentlichen Eigenschaften 
derselben ihrem vollen Umfange nach hervortreten lässt. In der That findet 
sich unter den bekannten Sätzen über die Potentiale von Körpermassen und 
Flächenschichten (art. V. c, IX. m., XII. q.), auf welche die folgende Unter- 
suchung ihrer Natur nach ebenfalls fähren musste, keiner^ der nicht von Be- 
schränkungen befreit worden ist, die sich zwar beim direclen Nachweise 
dieser Sätze an den Ausdrücken jener Potentiale durch doppelte und drei- 
fache Integrale nicht vermeiden lassen, aber nur aus den hierbei verfügbaren 
Hülfsmitteln entspringen. 

Die Gleichungen III. (0.) und IV. (3.) sind schon mehrfach auf- 
gestellt, aber noch nicht zu den Folgerungen benutzt worden, die hier aus 
ihnen gezogen werden, wozu allerdings in den schwierigem Fällen die Hfllfs- 
sätze d. und e. des art. VII. erforderlich sind. iMit Rücksicht auf die Wichtig- 
keit dieser und ähnlicher Formeln durfte eine vollständige Begründung der 
erstem nicht übergangen werden. Um in den art. VII., XL, XII. den Gang 
der Untersuchung nicht unterbrechen zu müssen, habe ich den Beweis einiger 
dort benutzter Hülfssätze an den Schluss der Abhandlung in besondere Noten 
verlegt. 

I. 

Wir bezeichnen durch £, Q, g die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes o im unbegrenzten Räume 91, und durch ()' den in ihm stattfindenden 
Werth einer gegebenen einwerthigen Function, welche, mit Ausnahme von 
isolirten Punkten, Linien und Flächen, nirgendwo unbestimmt oder unstetig 
ist, und nur in isolirten Punkten q unendlich wird. In der Nähe der letztern 
beschränken wir das Anwachsen von q' durch die Bedingung, dass das Produet 

wenn r die Entfernung von o bis q bedeutet, bei jeder Richtung von r mit r 
zugleich verschwindet, sobald für k ein passender, von 1 verschiedener po- 
sitiver echter Bruch gesetzt wird. Endlich setzen wir, wenigstens vorläufig 
fest, dass q' ausserhalb eines gegebenen Raumes 9}', der keine unendlich 
weit vom Coordinatenanfange entfernten Punkte enthält, gleich Null sein soll. 
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Unter diesen Voraussetzungen untersuchen wir diejenigen Functionen 
t) von £, t), j, welche den folgenden Bedingungen genügen: 

%. Im ganzen Räume 9i, mit Ausnahme gegebener Punkte p^ Linien t 
und Flächen f, sind D und seine ersten Derivirten einwerthig^ end- 
lich und stetig. 

Ausserhalb der in S(. bezeichneten Stellen besteht zwischen den 
zweiten Derivirten von t) die Gleichung 



35. 



6. Den Fall, wo eine erste Derivirte von D oder t) selbst an einer 
Fläche entlang unendlich oder unbestimmt wird, schliessen wir aus. 
Nähere Bestimmungen über die Zahl und Beschaffenheit der Ausnahme- 
stellen p, (, f und das Verhalten von t> an denselben bleiben der späteren 
Untersuchung vorbehalten. 



IL 

Durch conforme Umbildung des Raumes 9) ist man zunächst im Stande, 
jede Function ü auf eine andere Function r von derselben Art zuräckzufähren, 
die an so enge gezogene Bedingungen gebunden ist, dass sie einer weitern 
Behandlung zugänglich wird. 

Neben dem unbegrenzten Räume 
91 denke man sich einen zweiten, ihm 
in den kleinsten Theilen ähnlichen Raum 
R, und in demselben drei rechtwinklige 
Axen; die Coordinaten eines R ange- 
hörigen Punktes o in Bezug auf diese 
Axen sollen x, y, z heissen. Es seien 
ferner p' und p' zwei in 91 und R nach 
Belieben angenommene Punkte, deren 

Coordinaten, jedesmal mit Bezug auf die dem betreffenden Räume angehörigen 
Axen, t, m., n und l, m, n sind. Bezeichnet man nun die Entfernungen op' 
und op' durch g und s, so wird nach einem Satze des Herrn Liouville*) die 




*) Journ. de M. Liouville, XV. Wegen des Ueberganges von t> und q' zu v 
und g und der sich hieran knüpfenden Relationen vergl. die wichtige Abhandlung des 
Herrn Liouville im nämlichen Journal XII. 286 — 288. 

42* 
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verlangte Beziehung zwischen den entsprechenden Punkten o und o beider 
Räume auf die allgemeinste Weise durch die Gleichungen 



(1.) j-t = (-l)V-0, 9-in = (Tyf»-'»)' ä-n = (-f)'(a-n) 



oder die aus ihnen folgenden 

_ o y— 1 ___ x—l ^— m __ y~»i g— n _ g— n 

dargestellt, vorausgesetzt, dass die Aehnlichkeit entsprechender Figuren bei 
beliebiger Grösse derselben und imaginäre Beziehungen ausgeschlossen werden. 

Die letzten Gleichungen lassen die geometrische Beziehung zwischen 
den entsprechenden Punkten beider Räume unmittelbar erkennen, wenn man 
einen dieser Räume solange verschiebt und dreht, bis die Punkte p' und ff 
und die Richtungen der wachsenden Coordinaten zusammenfallen, wobei der 
Fall, dass dies letztere nicht angeht, ausser Acht gelassen werden kann. In 
der That geht dann die Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte o, o 
stets durch den Punkt (p', p'), und ihre von diesem Punkte ausgehenden 
Radienvectoren g, s werden zu einander umgekehrt proportional. 

Nennt man p' und p' die Mittelpunkte der beiden Räume 91 und A, 
so folgt aus der Gleichung g«==a^^ dass im Mittelpunkte des einen Raumes 
die unendlich entfernten Theile des andern abgebildet sind. Ausserhalb p' 
sind Xy y, z einwerthige, endliche und stetige Functionen von jr, Q, j, und 
umgekehrt letztere ausserhalb p' in gleicher Weise mit jenen verbunden. 
Folglich gehört ausserhalb der Mittelpunkte zu jedem Punkte des einen Raumes 
ein einziger, ihn abbildender Punkt im andern Räume; wenn die Entfernung 
eines Punktes vom zugehörigen Mittelpunkte messbar, d. i. weder unendlich 
gross, noch unendlich klein ist, so gilt dasselbe von seiner Abbildung im 
andern Räume; endlich werden zusammenhängende Oerter in der Abbildung 
nicht getrennt, unterbrochene nicht zusammengefügt. 

Gleichzeitig mit dieser Umbildung von 91 fahre ich zwei auf R bezogene 
Functionen e und q ein (vergl. die oben erwähnte Abhandlung von Uouv%lle\ 
welche die conformen Umbildungen von t) und q* heissen mögen, und mit 
Räcksicht auf die in (1.) festgestellte Beziehung zwischen den Variabein £, Q, } 
und x^ y, ss durch die Gleichungen 



(2.) »=1-0, (> = (! 



j9 
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oder die folgenden 

bestimmt sind. 

Dies festgestellt, gehen wir dazu über, die im vorigen art. för q* und 
t) gestellten Bedingungen auf (f und v zu übertragen, und wählen zu diesem 
Zwecke den Mittelpunkt p' von 9t ausserhalb 91' und sämmtlicber Ausnahme- 
steilen p, t, f. 

Dann kann die Abbildung R' von W^ in welcher allein q von Null 
verschieden ist, weder den Mittelpunkt p' von R enthalten, noch bis ins Un- 
endliche reichen, ersteres, weil 91' nicht bis ins Unendliche reicht, letzteres, 

— ) p' im Punkte 

p\ ungeachtet des dort ins Unendliche wachsenden Factors g^ gleich Null bleibt, 
so kann es nur mit (>' zugleich unbestimmt, unstetig oder unendlich werden, 
ersteres also nur in isolirten Punkten, Linien und Flächen, letzteres nur in 
solchen Punkten q, welche den Punkten q von 91 entsprechen. 

Ist r die Entfernung von ^ bis o^ und bedeuten ^i, Si die Abstände 
der Punkte q, q von den zugehörigen Mittelpunkten, so folgt aus der, durch 
die Gleichungen (1.) und die Proportion iisi^ii'.s leicht zu beweisenden 

Aehnlichkeit der Dreiecke p'oq, p'qo, r=— -r, also 

Lässt man o mit q, also auch o mit q zusammenfallen, so verschwindet auf 
der rechten Seite der Factor r*p' nach art. I., der andere Factor wird 

, also nicht unendlich gross. Folglich verschwindet r^Q unabhängig 

von der Richtung von r, sobald o mit q zusammenfällt. Die für {) eintreten- 
den Bedingungen sind also von derselben Art, wie die in art. I. für (/ ge- 
stellten. 

Anders verhält es sich mit r; die über die Lage von p* getroffene 
Bestimmung führt eine wesentliche Beschränkung in der Lage der Ausnahme- 
stellen von 9 und eine Zerlegung von S(. in zwei Bedingungen herbei, von 
denen die eine sich auf das Innere von R, die andere sich auf die unendlich 
entfernten Theile dieses Raumes bezieht. 

Da die Ausnabmestellen p, I, f von t) ausserhalb p' liegen, so liegen 
ihre Abbildungen p, /, f sämmtlich in einem endlichen Bereiche von p\ der- 
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art, dass man sie mit p' io eine Fläche 5 einschiiessen kann, die keine un- 
endlich weit von einander und von dem willkOrlich zu wählenden Coordinaten- 
anfange entfernten Punkte enthält. In. p, l, f verlieren e und seine ersten 
Derivirten der Definition gemäss die Eigenschaft, zugleich einwerthig, endlich 
und stetig zu sein; dasselbe gilt im Allgemeinen auch noch vom Punkte p\ 
aber von keinem andern Punkte des Raumes R. 

In der That liefert jeder im Unendlichen liegende Punkt p des Raumes 
91 einen mit p' zusammenfallenden Punkt p; jeder Linie t und jeder Fläche 
f, die in 91 bis ins Unendliche reicht, entspricht eine Linie / und eine Fläche 
f, die sich in p' schliesst. Enthält 91 keine Ausnahmestelle von t) im Unend- 
lichen, so wird p' gleichwohl eine Ausnahmestelle von 9 werden, sobald ilo 
mit g zugleich über alle Grenzen wächst. 

Bezeichnet man durch a^ /?, / die Cosinus der Winkel, welche die 
Richtung von p^ nach mit den Axen der x^ y^ z bildet, so wird z. B. 

a = , und man erhält aus (1.) und (2.) 

Nennt man daher die festen Wertbe, welche a'-n— 9 a^-n— ^ o^-^r- in p' er- 

langen, P, Q und R, und lässt nun in der durch a, /?, y bestimmten Rich- 
tung ins Unendliche rücken, wobei dann schliesslich mit p' zusammenfällt, 

SO folgt der Satz, dass «^-^ gegen die feste Grenze P—2a(aP+/?^+yß) 
convergirt. Aehnliches gilt von s^-^— und s^ 



dy dz 

Da aber hiernach s -^ — bei unbegrenzter Zunahme von s nicht über 

alle Grenzen wächst, so muss s -^ — =s'^ -^ +«ca an der Grenze verschwinden. 

Bezeichnet man daher durch M den festen Werth, den at) = st in p' erlangt, 

so folgt unter derselben Voraussetzung, wie vorhin, lim sv = M^ lims^ -^^ = —Ma; 

und man sieht leicht, dass man hier s durch die Entfernung r zwischen und 
einem beliebigen, in endlicher Entfernung von p* liegenden Punkte ersetzen 

kann, weil der Quotient — im Unendlichen = 1 wird. Folglich haben wir 

den Satz: 

Sind a, ß, y die Cosinus der Winkel, welche die Richtung von einem 
festen Punkte nach mit den Axen bildet, und ist r die Entfernung 
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beider Punkte, so gelten fär die von unendlich weit entfernten Punkte 
des Raumes die asymptotischen Ausdrücke: 

— Ä _^ — _ *?_ ^_ - — *^ ^1. ^ 

Wir ziehen endlich aus dem Vorstehenden noch die für unsere spätem 
Zwecke ausreichende Folgerung, dass t?, ^-^—^ ^~d~ ^^^ ^~B^ ™ Unend- 
lichen verschwinden, ohne vorher ihre Stetigkeit zu unterbrechen. 

Schliesslich wird (vergl. die Abhandlung von Liotwille) 

df "^ ai)" "^ 9g' ~ V a/ L dx' "^ dy' "^ Ö5' J' 
also, wenn man den rechts in Klammern stehenden Ausdruck wie üblich durch 
Jd bezeichnet, Je = —47i(^ — Jp' = — 47ip. 

Die Functionen v genügen daher den folgenden Bedingungen: 

A. V und seine ersten Derivirten sind, mit Ausnahme gewisser Stellen, 
im ganzen Räume R einwerthig, endlich und stetig. 

B. Ausserhalb derselben Stellen besteht zwischen den zweiten Derivirten 
von f> die Gleichung 

Je = —471Q. 

C. Eine Ausnahme von diesen Bedingungen wird nur in bestimmten 
Punkten p, Linien / und Flächen f gestattet. Diese AmnahmesteUen 
sind so im Räume vertheilt, dass man sie in eine Fläche S ein- 
schliessen kann, welche keine unendlich weit vom Coordinatenan- 
fange entfernten Punkte enthält. 

Den Fall, wo e oder eine erste Derivirte von e an einer 
Fläche entlang unendlich oder unbestimmt wird, schliessen wir aus. 
Z>. Ist r die Entfernung von o bis zu irgend einem festen Punkte 0, 
so convergiren 

dv dv dv 



^' ^ dx' ^ dy ' ^ dz 



ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null, wenn o, ohne S zu über- 
schreiten, in beliebiger Richtung ins Unendliche rückt. 
E. Die für q gültigen Bedingungen sind die nämlichen, wie die in art. I. 
für (>' gestellten. 
Folglich ist e eine Function derselben Art, wie D, jedoch von spe- 
ciellem Charakter, da alle Ausnahmestellen ins Endliche gerückt sind, und 
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für die unendlich entfernten Theile des Raumes die Dirichletsche Bedingung 
D. eingetreten ist. Wir haben daher den Satz, dass jede Function t) sich aus 
einer solchen speciellen Function r durch conforme Umbildung des Raumes 
R und der Functionen d und (> ergiebt. 

Die Functionen e unterscheiden sich von einander 1) durch die Zahl 
und Beschaffenheit ihrer Ausnahmesteilen und 2) durch die Gesetze, nach 
denen sie und ihre ersten Derivirten dort anwachsen oder unstetig werden. 
Was den ersten Punkt betrifft, so werden wir im Folgenden stets die Grenz- 
fälle ausschliessen, wo die Anzahl der Punkte p, die Länge einer Linie / oder 
der Inhalt einer Fläche f unendlich gross ist. Diese Beschränkung der Auf- 
gabe ist keine wesentliche, und hat nur den Zweck, von der Untersuchung 
der Hauplfälle Convergenzfragen fern zu halten, welche bloss auf den Ueber- 
gang zu den Grenzfällen Bezug haben, und in jedem einzelnen Falle be- 
sonders zu erledigen sind (art. XIIL). 

IIL 

Wir denken uns einen zusammenhängenden Theil V des unbegrenzten 
Raumes, in dessen Innerem sich Höhlungen befinden, welche sämmtliche Aus- 
nahmestellen von f) enthalten, und nennen 5 die Gesammtoberfläche dieser 
Höhlungen, S^ die äussere Oberfläche von }\ so dass die vollständige Be- 
grenzung dieses Raumes durch die Flächen 5 und S^ gebildet wird. Die 
Elemente der drei Gebiete T, S^ und S werden wir durch cV, cS^ und 
dSy ihre Coordinaten ohne Unterschied durch x, y, z, dagegen die Coordi- 
naten eines in V festgewählten Punktes durch X, Y, Z bezeichnen. 

Um diesen Punkt als Centrum legen wir eine Kugel K^ deren Halb- 
messer c wir so klein wählen, dass alle Punkte von K ins Innere von V 
fallen, und eine zweite Kugel /Ti, deren Halbmesser die Längeneinheit ist. 
Ist alsdann do ein Oberflächenelement von A'i, und sind $^ tj^ ^ seine Coor- 
dinaten in Bezug auf drei durch in gleicher Richtung mit den ursprünglichen 
gelegte Axen^ so sind in Bezug auf dieselben Axen c|^ aj, c^ die Coordi- 
naten seiner Centralprojection auf /i^ und ihr Inhalt c'oo ist das Oberflächen- 
element der letztern. 

Wir errichten endlich über BS und cS Normalen, die erstere nach 
V hinein, die andere aus diesem Räume hinaus, und nennen die ersten Ele- 

fibi 

mente dieser Normalen 8p und op^ , so dass z. B. -^— den Werth bedeutet, 
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welchen die Derivirte von w nach der über 6S errichteten Normale in ihrem 
Anfangspunkte auf dS hat. 

dV 

1. Mnitiplicirt man die Gleichung //© = — 47ip mit —j — , wo r die 

Entfernung von bis zum Elemente dV ist, und integrirt aber alle Elemente 
von V mit Ausschluss der in K enthaltenen, so ergiebt sich mit Hälfe der 



1 . d ( i dv ^ r \ 



Gleichung — ■^» = -^:r\~7' l5^~*~Ä;r"/+*' ^^^ ■"•* Rücksicht darauf, dass 

der Ausdruck — -^ o— ^ — und die beiden ähnlich gebildeten während der 

Integration einwerthig, endlich und stetig bleiben, nach dem Gfree»8chen Satze 



J r 4ntJ \ r dp, °Pm } • 4«ty \ r öp ^ dp J 



es 



+ ' 



W \T-S— ^'-äf/*''^''' 



¥ro zur Linken der Accent am Integralzeichen bedeutet, dass das Volumen der 
Kugel K vom Integrationsraume ausgeschlossen ist. 
Setzt man zur Abkürzung 



Ll^)as=(s,, ^/(.^-±^)«s. = (s.). 




4n tJ \ dp 

SO folgt hieraus: 

In dieser Gleichung lassen wir c verschwinden, und werden beweisen, 
dass unter diesen Umständen beide Seiten gegen feste Grenzen convergiren, 
und auch beim Uebergange zur Grenze c = nicht aufhören, einander gleich 
zu sein. 

Das Integral ~ä~J ^~g~^^ ^^^ numerisch kleiner als das Product ans 
— Icoo^c und dem grössten numerischen Werthe, den 



\n 



dv ^ dv , dt> , ^ dv 



de dx dy dz 

auf Ä" erlangt. Da aber f+'if+^ den unveränderlichen Werth 1 hat, so kann 
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dieses Prodnct wegen A. durch Verkleinernng von c unter jede Grenze gebracht 

werden; folglich convergirl "^/^~g— ^^ "^i* abnehmendem c ohne Sielig- 
keitsunterbrechung gegen Null. 

Nennt man ferner v den Werth, den die einwerthige Function v in 

erlangt, und ersefzt das Integral -j— /<?ö(T durch «o + -j— /(<? — ©o) ö(T, so 

convergirl der zweite Summand wegen der Stetigkeit von v mit abnehmendem 
c stetig gegen Null. 

Folglich convergirl bei unbegrenzter Abnahme von c die linke Seite 
obiger Gleichung ohne Sletigkeitsunterbrechung gegen die feste Grenze Vu. 

Auf der rechten Seite ändert sich während dessen nur das erste Glied, 
und zwar ist der Zuwachs, den sie erlangt, wenn c in den kleineren Werth 6 

übergeht, gleich / rdr/^fdo. Solange in messbarer Entfernnng von allen 

6 

Punkten q liegt, in denen q unendlich wird, verschwindet dieses Integral offen- 
bar mit c zugleich; ist dagegen selbst einer dieser Punkte, so setze man 
dasselbe, bei passender Wahl des von 1 verschiedenen positiven echten Bruches 

k gleich / r^'^^crlr^Qdo, Dann kann man c so klein wählen, dass r*p wäh- 

b 

rend der Integration numerisch kleiner als eine beliebig gegebene Zahl A 
bleibt, also das Integral, abgesehen vom Zeichen, kleiner als 

f\'-'drfABa = AnA^--^^^^ 

b 

wird. Folglich convergirl dieses Integral auch im gegenwärtigen Falle mit 
c und dem kleineren h zugleich stetig gegen Null. 

Man kann daher c so klein wählen, dass jeder Zuwachs, den die 
rechte Seite obiger Gleichung durch fernere Verkleinerung von c noch er- 
halten kann, unter eine beliebige Grenze gedrückt wird. Da aber die rechte 
Seile, so lange c von Null verschieden ist, einen völlig bestimmten, endlichen 
Werth hat, so folgt hieraus zunächst, dass sie bei unbegrenzter Abnahme von 
c ohne Stetigkeitsunlerbrechung gegen eine feste Grenze convergirl, welche 
dadurch erhalten wird, dass man in ihrem ersten Gliede die Integration über 
das ganze Volumen V ausdehnt. 

Da endlich die obige Gleichung für ein beliebig kleines c besteht, so- 
lange nur c von Null verschieden ist, und die letzten Aenderungen, welche 
ihre beiden Seiten erleiden, wenn man c vollends verschwinden lässt, selbst 
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verschwindend klein, also nicht um messbare Grössen von einander verschieden 
sind, so kann die Gleichheit auch durch den Uebergang zur Grenze c=:0 
nicht aufgehoben werden, und es ergiebt sich nun folgende, bei jeder Lage 
von im Innern von V gältige Gleichung: 



(0.) f,, =/-£^ + (S)-(SJ. 



2. Hätte man die Gleichung Jf> = —^7iQ mit -j — p öF= -7 — g^ dV 
multiplicirt, und die Integration im früheren Umfange ausgeführt, so wfirde sich 



ergeben haben, wo {S)' und (S^)' die Integrale bedeuten, welche man aus den 

vorhin durch (iS) und (iS^) bezeichneten erhalt, wenn man — durch -w- 

ersetzt, d. h. unter dem Integralzeichen nach X differentiirt. 

Im Elemente c^do wird nach der oben eingefQhrten Bezeichnung 

X X f 

35— -X = c^, — j— = -V9 also ist die linke Seite gleich 

Bezeichnet man aber durch dK das Volumenelement von K, so ist wegen der 
Stetigkeit von e / -^6K = /vSc^8o. Lässt man hier c um 8c wachsen, 

und hebt in den Aenderungen beider Seiten mit Anc^dc weg, so folgt 

1 /8vq ^ dfv^c'd o ^ rd(t)§c*) g 
\nJ dx \nc^dc ~'J 4nc*dc ^ 

da — ^ während der Integration weder unendlich noch unbestimmt wird. 
Also haben wir 

Sc 

Die linke Seite ist ein Mittel aus den Werthen, welche -^ auf K erlangt, 

und geht daher wegen der Stetigkeit von <^- mit abnehmendem c stetig in 

den festen Werth -^ über, welchen diese Derivirte in hat 

43» 
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Können wir daher beweisen, dass auch die rechte Seite mit abneh- 
mendem c ohne Stetigkeitsunterbrechnng gegen eine feste Grenze convergirt, 
so folgt, dass die Gleichung auch noch an der Grenze c = besteht. 

Lässt man c in den kleineren Werth b äbergehen, so erhSlt die rechte 
Seite den Zuwachs 

b b 

Solange in messbarer Entfernung von jedem Punkte q liegt, verschwindet 
dies mit c zugleich; fällt mit einem Punkte q zusammen, so wird für ein 

hinlänglich kleines c während der Integration /r^()^d(T numerisch kleiner als 
JAda=:4nA^ weil S zwischen —1 und 1 liegt; folglich wird jener Zuwachs 
kleiner als 471^4/ —^- = 471^ — j— r — , und verschwindet daher auch jetzt 

6 

noch, wenn c und das kleinere b in Null übergehen. Daraus folgt: 

Zugleich ist der Nachweis geliefert, dass das erste Glied zur Rechten einen 
völlig bestimmten, endlichen Werth hat, was von den beiden andern Gliedern 
ohne Weiteres einleuchtet. 

IV. 

Lässt man die Fläche S sich immer mehr erweitern, so dass sie fort- 
während neue Theile des äusseren Raumes in ihr Inneres aufnimmt, ohne be- 
reits überschrittene Theile auszuscheiden, so kann sich auf der rechten Seite 
der Gleichung 

(0.) t,„=/^ + (S)-(Sj 

das erste Glied nur solange ändern, als es ausserhalb S^ noch Stellen giebt, 
in denen q von Null verschiedene Werthe hat. Von dem Augenblicke an, wo 

S^ diese Stellen sämmtlich überschritten hat, wird das Integral j— — von 

der fernem Umgestaltung der Fläche S^ unabhängig. 

Derselbe tritt einmal ein, wenn (> zwar im ganzen Räume Werthe hat, 

jedoch so verläuft, dass das über den ganzen Raum erstreckte Integral /-^ 

von der Anordnung der Integration unabhängig convergirt. In der That kann 
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man unter dieser Voraussetzung dem Integrationsraume , ohne dabei Begren- 
zungstheile ins Unendliche zu verlegen^ einen solchen Umfang erlheilen, dass 
keine fernere Erweiterung desselben den Werth des Integrals nm eine be- 
liebig kleine, gegebene Grösse zu ändern mehr im Stande ist. 

Fflr den Fall, dass q nicht bloss in einem begrenzten Räume R' von 
Null verschiedene Werthe hat, setzen wir diese Bedingung als erfüllt voraus. 

Lässt man daher alle Punkte der Fläche S ins Unendliche rücken, 
wobei nach den einmal gestellten Bedingungen in V keine Ausnahmestelle von 
e aufgenommen werden kann, so wird vorsiehende Gleichung eine, für alle 
ausserhalb S liegenden Punkte gültige, convergento Darstellung von €0 stets 
und auch nur dann liefern, wenn (S^) ohne Steligkeitsunterbrechung gegen 
eine feste Grenze convergirt, die von dem Gesetze, nach welchem die Um- 
gestaltung von S^ erfolgt, unabhängig ist. 

Die Flache 5 schliessen wir in eine Fläche S' ein, deren Element 
wir 8S' nennen: das erste Element der über dS^ aus dem von beiden Flächen 

» ' X 

begrenzten Räume hinaus errichteten Normale soll durch dp^ bezeichnet wer- 
den. Sei fü eine zweite, nebst ihren ersten Derivirten in diesem Räume ein- 
werthige, endliche und stetige Function, welche der Gleichung Jw = genügt. 

Integrirtman nun die Gleichung f?^ic — ir^f? = ~^ ~\^~J^ """^7^" / '^" ~ ^^Q^ 
über den zwischen S^ und S'^ liegenden Raum W, so folgt, wenn mit 4n 
weggehoben wird 

Setzt man hier tr = — , und lässt nun die Flächen S und S' unab- 

f ' XX 

hängig von einander ins Unendliche rücken, so convergirt der oben gestellten 

Bedingung zufolge J () w 8 W stetig gegen Null. Wenn daher gleichzeitig die 

linke Seite gegen eine feste Grenze convergirt, so ist dies auch die Grenze 
des ersten Gliedes zur Rechten, nämlich von (S ). Nimmt man aber für S' 

» X ' X 

eine um als Centrum mit dem Radius r beschriebene Kugel, so wird die 
linke Seite 

Dieselbe ist also numerisch kleiner als die Summe aus den grösslen numeri- 
schen Werthen, welche r, r -^, ^"5"^ ^"ä- ^^^^L annehmen. Da jeder von 
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diesen vier Summanden wegen Z>. durch Vergrösserung von r unter jede 
Grenze gebracht werden kann, so convergirt mit wachsendem r die linke 
Seite obiger Gleichung stetig gegen Null ; dies ist also auch, nach dem vorhin 
Bemerkten, der Werth, in welchen (S^) stetig Obergeht, wenn alle Punkte 
der Fläche 5 ins Unendliche rücken. Wir haben demnach den Satz: 

a. Sobald e im ganzen, die Fläche S umgebenden Räume V den Be- 
dingungen A.n i?. , D. genflgt, und das Integral / - — unabhängig von 
der Anordnung der Integration convergirt, ist in jedem Punkte von V 

(4.) c„ =y"-£^ + (S). 

V. 

Die Untersuchung der Gleichung 

erledigt sich auf demselben Wege. Setzt man in (3.) w = -^ y~~ ^ ^"^ nimmt 
fflr S^ wieder eine Kugel vom Radius r und dem Centrum 0, so wird auf ihr 

^ = — ,-, also folgt aus (3.) 



dX 

Auf der rechten Seite convergirt das erste Glied wegen Z>. mit wachsendem 
r nothwendig gegen Null; wenn daher auch das zweite Glied bei unausge- 
setzter Erweiterung der Flächen S^ und S'^ verschwindet, so gilt dasselbe 
von {S^y. Daraus folgt der Satz: 

b. Sobald v im Räume K ausserhalb S den Bedingungen ^., i?., D. ge- 

r 4 

nfigt, und das Integral Jq —^- d V unabhängig von der Anordnung 
der Integration convergirt, ist in jedem Punkte von V 



~dx 



a\. 



=ß-ei-sy+(sy. 
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Durch Verbindung dieses Satzes mit dem vorigen folgt weiter: 

c. Wenn v im Räume ausserhalb S den Bedingungen A.^ B.^ D. ge- 

d- 
nOgt, und die beiden Integrale /^ — , /(> -^^ 5 F unabhängig von 

dv 

der Anordnung der Integration convergiren, erhält man ~r aus dem 

Ausdrucke von r,) durch Diiferentiiren unter dem Integralzeichen. 
Durch diese Sätze ist die Frage nach den ersten Derivirten von v vollständig 
auf die Ermittelung der Ausdrucke zurückgeführt, durch welche e selbst dar- 
gestellt wird, weshalb wir uns im Folgenden nur noch mit den letzteren zu 
beschäftigen haben. 

VI. 

Durch die Gleichung (4.) wird jede den Bedingungen A.^ i?., D. ge- 
nugende Function v im ganzen, ausserhalb S liegenden Räume V durch con- 
vergente Rechnungsoperationen dargestellt. 

Da aber S aus den Oberflächen S^, Si, etc. der einzelnen Höhlungen 
zusammengesetzt ist, in denen die Ausnahmeslellen p, l, etc. von v einge- 
schlossen sind, so ist in dieser Gleichung unter 

^ ^ " 4n fj \ dp r dp / 

eine Summe von Integralen (5^), (8^) etc. derselben Form zu verstehen, von 
denen jedes sich über eine der Oberflächen S^^ Si etc. erstreckt. 

Lässt man nun die Oberfläche einer dieser Höhlungen, etwa S^ sich 
immer mehr um die entsprechende Ausnahmestelle p zusammenziehen, so kann 
dies in (4.) den Werth der rechten Seite nicht ändern, solange e den Be- 
dingungen des art. II. genügt. Da aber gleichzeitig wegen der für q gestellten 

Bedingungen / — bei dieser Erweiterung seines Integrationsroumes gegen 

eine feste Grenze convergirt, und ausser diesem und [Sp) alle übrigen Glieder 
der rechten Seite von (4.) ungeändert bleiben, so convergirt auch (5^} gegen 
eine feste Grenze. 

Folglich müssen umgekehrt die an den Ausnahmestellen von v ein- 

tretenden Bedingungen für d und -^— so gewählt werden, dass bei fortgesetzter 

Verengerung der Integrationsflächen S^, S,, etc. jedes der Integrale (Sp), 
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(Si). etc. für sich gegen eine feste Grenze convergirl. Ist dies erreicht, so 
wird r„ durch die Gleichung (4.) an der Grenze im ganzen Räume ausserhalb 
seiner Ausnahme^tellen dargestellt. 

Damit ist jedoch der Fall nicht ausgeschlossen, dass der hiermit ge- 
wonnene Ausdruck der Function e in einer Ausnahmestelle Werlhe angiebt, 
weiche von dem der Function an dieser Steile vorgeschriebenen Verlaufe un- 
abhängig sind. 

Man weiss, dass solche lokale Abweichungen einer Function von 
einem sie sonst darstellenden Ausdrucke in manchen Fällen nur von der 
Form des letztern abhangen, und durch eine Aenderung derselben gehoben 
werden können. 

Wir schliessen nun alle Verstösse gegen die Bedingungen A, und B. 
aus, deren die Functionen e wegen C fähig sind, ohne dass die oben gefun- 
denen, im ganzen Obrigen Räume gültigen AusdrOcke dieser Functionen an 
ihnen Theil nehmen können. 

Die Functionen, welche nun noch übrig bleiben, und die aus ihnen 
durch conforme Umbildung folgenden Functionen t) (art. II.) begreifen wir 
unter dem Namen der einwerthigen Potentiale, 

Die folgenden Sätze beziehen sich ausschliesslich auf die den Bedin- 
gungen C. und D. genOgenden Potentiale, welche wir zur Unterscheidung von 
den übrigen wie bisher durch e bezeichnen. 

VII. 

Hülfssatz. Sei R eine positive Variable und f{R) eine Function von 
jR, die nebst ihrer ersten Derivirten f\R) oberhalb R = bis zu einem ge- 
gebenen Werthe R = a hin weder unbestimmt, noch unendlich, noch unstetig 
wird, während ihr Verhalten im Punkte R = selbst noch dahin gestellt 
bleiben mag. 

Dann besteht zwischen dem Verlaufe der beiden Functionen f{R) und 
f'[R) in unendlicher Nähe von R = ein Zusammenhang, in Betreif dessen 
wir folgende Sätze hervorheben. 

d. Wenn für ein positives k und jede unbegrenzte Abnahme von R 
R^-^-^f\R) ohne Unsleligkeit gegen eine feste Grenze A convergirt, 

so convergirt R^f[R) stetig gegen die Grenze — -r-5 vvächst unter 

derselben Voraussetzung Ä*+Y'(/l) über alle Grenzen, so ist das- 
selbe mit R'f[R) der Fall. 
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e. Wenn bei jeder unbegrenzten Abnahme von R Rf{R) ohne ün- 
Stetigkeit gegen eine feste Grenze A convergirt, so hat auch .^_ ^ 
den Werth A zur Grenze; wächst unter derselben Voraussetzung 
Rf'(R) über alle Grenzen^ so findet dasselbe mit ^ ^ statt. 
Beweis. Ist 0<;Äo<Cfi2<Cö, so folgt 

dR 



/(Ä,)-/^(ft,) =/V^7'(Ä). 



Rk+i 



da f{R) zwischen ßi, und Az weder unbestimmt, noch unendlich, noch un- 

stetig ist. Da ferner zwischen denselben Grenzen Ä*'*"Y'(/lj stetig, und -pijrr 

von Zeichenwechseln frei ist, so kann man, wie klein auch /i,j sein mag, zum 
Mindesten auf eine Art ß, zwischen jR,, und Az so wählen, dass die rechte Seite 

A3 dR 



= ß{^7'(fiij/ 



wird. 

{d.) Solange nun Zr >> ist, folgt hieraus 



kRtfiR^)'-kmnRn) = Ä*^r(/?i)[i-(^)T 

In dieser Gleichung lassen wir A,, und R2 abnehmen, jedoch so, dass 
wenn a und b zwei ohne Ende abnehmende Zahlen bedeuten, Rfj fortwäh- 
rend unterhalb der kleinsten von den ebenfalls abnehmenden Zahlen 



f(fi.) 
und bRl bleibt. Dann werden /{.^(^s) ^^^ C»^/ Bruchtheile von a und b, 

ersteres etwa = 6a, letzteres = O^by und Ri in stetiger oder sprungweiser 
Abnahme der Null immer naher gebracht. Es folgt 

wo man sich die Grössen a^ b, /i?? ßo und R^ in der angegebenen Abnahme 
zu denken hat. 

Wenn daher —kRtfiRn) bei abnehmendem A,, Aber alle Grenzen 
wächst, oder gegen eine feste Grenze convergirt, so kann man die Abnahme 
von Ri nach einem solchen Gesetze erfolgen lassen, dass R\'^^f\Ri) in glei- 
cher Weise verläuft. 

Wenn aber umgekehrt R\'^^f\Ri) unter allen Umständen zuletzt un- 
endlich gross wird, und nicht etwa bloss dann, wenn R^ längs einer besonders 
ausgewählten Werlhenreihe abnimmt, so muss auch — Ar/if/vAo) bei verschwin- 
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dendem Äy unendlich gross werden; convergirt R\'^^f'(Ri) bei jeder unbe- 
grenzten Abnahme von jR, gegen eine feste Grenze A^ so hat auch — kRlfiR^^) 
diesen Werth A zur Grenze, w. z. b. w. 
(e.) Für & = folgt ebenso 

Lässt man auch hier j?,, und A, verschwinden, jedoch so, dass iogAo numerisch 
oberhalb der grössten von den wachsenden Zahlen — |-^ , 1Ljl2 bleibt, so 

bedarf es zum Beweise von e. nur einer Wiederholung der eben angewandten 
Schlüsse. 

Diese beiden Satze lassen sich verallgemeinern, jedoch ohne Hinzu- 
fügung neuer Bedingungen, durch welche ihre Brauchbarkeit beeinträchtigt 
wird, nicht umkehren. 

f. Lehrsatz. Ein ein werthiges Potential t? und seine ersten Derivirten 
können in einem von jeder andern Ausnahmestelle getrennten Punkte 
m weder unendliche noch unbestimmt, noch unstetig sein, sobald die 
Producte 

R'-^ R:-^ R- ^*' 



dx ^ öy ' dz 

bei jeder unbegrenzten Abnahme der Entfernung R vom Punkte x, y, z 
bis zum festen Punkte m stetig gegen Null convergiren. 

Beweis. Fände das Gegentheil statt, so würde m zu den Ausnahme- 
stellen von o gehören. Wir scheiden demnach aus dem Räume V einen ab- 
nehmenden Raum V^ aus, welcher m enthält, und nennen S^ die um die 
übrigen Ausnahmestellen von o gelegte Fläche. 

Nun sei w ein zweites einwerthiges Potential, welches sich von t) nur 
dadurch unterscheidet, dass es im Innern von V^ den Bedingungen A. und B. 
genügt, während es ausserhalb V^ genau denselben Bedingungen, wie e unter- 
worfen ist, derart dass, wenn e auch noch in V„ den Bedingungen A. und B. 
genügte, in V überall e = w wäre. 

Dann reicht es zum Beweise des Satzes hin, zu zeigen, dass der 
Unterschied der beiden Ausdrücke, durch welche e und w im Räume V dar- 
gestellt werden, ausserhalb V^ überall =0 ist, und dass dies gilt, wie klein 
auch V^ sein mag. 

Ist dies nämlich bewiesen, so führt die Annahme, es sei im abnehmen« 
den Räume V^ selbst e von w verschieden, zur Folgerung, dass die Function 



J-V 
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e im Punkte m einen Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. begeht, 
dessen ihr, für den ganzen übrigen Raum V gflltiger Ausdruck to unfähig ist. 
Es würde also e keine der Definition des einwerthigen Potentials genügende 
Function sein, und nur dadurch in eine solche verwandelt werden können, 
dass man in V„ ihren Verlauf den Bedingungen A. und B. gemäss abänderte. 
Aus (4.) ergiebt sich zunächst unter der Voraussetzung, dass ausser- 
halb S, liegt, 

wo (5i) das früher durch (S) bezeichnete Integral, ausgedehnt über die Fläche 
5i, bedeutet. 

Der Ausdruck für e^ ergiebt sich für den Fall, dass ausserhalb Si 
und V^ liegt, durch folgende Betrachtung. Man lege um m als Centrum eine 
Kugel K vom Radius R, welche den abnehmenden Raum V^ völlig einschliesst, 
und wähle R so klein, dass und Si ausserhalb des Volumens Fa- dieser 
Kugel liegen. Dann kann man für die Function r die Fläche S zusammen- 
setzen aus Si und der Kugelfläche K. Dies festgestellt, ist der von Si her- 
rührende Theil der Voraussetzung gemäss in den Ausdrücken für «u und tO(, 
der nämliche. Dasselbe gilt von dem über V nach Ausschluss von V^ er- 

odV 

streckten Integrale von -^ Scheidet man daher zur Bildung von «u aus 

V das Volumen V^ aus, und fügt zu S^ die Oberfläche dieses Volumens, so wird 



N. = ^i)^J 





dv i. no dt , ^2 öt? . V «-> dv 



Da der Voraussetzung gemäss R^ -^ = | . Ä^ -^ + f].R^ -^ + C • Ä' -^ , also 

nach d. auch Rf> und R^e mit R zugleich verschwindet, und r während der 
Integration von Null verschieden bleibt, so convergirt das über die Oberfläche 
von Vfc erstreckte Integral mit R zugleich stetig gegen Null ; dasselbe beweist 

man von dem Integrale / ~ — — auf dem in art. III. eingeschlagenen Wege. 

Solange also die Entfernung von bis m von Null verschieden ist, 
wie klein dieselbe übrigens auch sein mag, ist e^ = tTo, w. z. b. w. 

Dieser Beweis kommt darauf hinaus, zu zeigen, dass die Bedingung, 
e oder seine ersten Derivirten sollen in m unendlich, unstetig oder unbestimmt 

werden, jedoch so, dass R^-g-^ ^~d~ ""^ ^^~^ ™^^ ^ zugleich stetig 

44* 
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verschwinden, auf denselben Ausdruck für t?,j fährt., wie die Bedingung, dass 
A, und B. in m gar nicht verletzt werden. Solange also ein in m stattfin- 
dender Verstoss gegen diese Bedingungen sich innerhalb der im Lehrsatze 
verlangten Grenzen hält, ist er ein solcher, dessen jeder in (4.) enthaltener 
Ausdruck unfähig ist, und den wir daher bei der Definition des einwerthigen 
Potentials ausschliessen. 

g. Lehrsatz. Ein einwerthiges Potential t? und seine ersten Derivirten 
können auf einer Linie von endlicher Länge, die von jeder anderen 
Ausnahniestelle getrennt ist., weder unendlich., noch unbestimmt, noch 
unstetig sein., sobald die Producte 

ii— — , ii -5— , ii 



ox ^ dy '^ dz 

bei jeder unbegrenzten Abnahme der kürzesten Entfernung R vom 
Punkte x^ y^ z> bis zur festen Linie stetig gegen Null convergiren. 
Beweis. Was auch an dieser Linie / stattfinden mag, so erhält man 
doch stets einen Ausdruck für die Werthe, welche e ausserhalb / und S er- 
langt, wenn man / mittelst einer Fläche Si aus V ausschliesst und wie eine 
Ausnahmestelle behandelt. Nennt man das von St eingeschlossene Volumen 
F/, so wird durch den Ausschluss von Vi die Gleichung (4.) nur so weit 
geändert, dnss auf ihrer rechten Seite noch der Ausdruck 

1 





^n ^J \ dp r 

hinzutritt; derselbe ist, wie aus (3.) leicht folgt, von der Gestalt der Fläche 
S, unabhängig. 

Bei unbegrenzter Verengerung von Si convergiren beide Theile dieses 
Ausdruckes stetig gegen Null. 

Für den zweiten Theil ergiebt sich dies unmittelbar aus den über (i 
und die Länge von / gemachten Voraussetzungen. Um das Nämliche für den 

ersten Theil zu beweisen, nennen wir R die kürzeste Entfernung von dSi bis 

dr 
zur Linie /, rpj den Winkel zwischen r und dp^ woraus -;t- = — cos(r/?) 

folgt, und setzen 




dv 




1 /«^ cos (rp) 1 p ör N _ 



4n \ dp r dp / 4n \ r^ r dp 

wodurch derselbe die Form f^~^ annimmt. Ist daher unter den absoluten 
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Werthen, welche ü) während der Integration erlangt^ £2 der grösste^ so ist 
dieser Theil numerisch kleiner als i2/ -^ • 

Lässt man aber alle Elemente dS^ immer näher an / hinanrficken, so 

convergiren Ä-^, ^"^^ ^"S~' ^'^^ ^"^'^ ^~d~ ""^ ^~8R ^'^''^S gögen 
Null. Dies ist nach e. nicht anders möglich, als dass zugleich -, — ^ und um- 

somehr Ä€ = ÄlogÄ--j — ^ verschwindet. Solange also nicht unendlich 

nahe an einem Punkte von / liegte convergiren mit R zugleich alle Werthe 
von w, also auch i2 stetig gegen Null. 

Ertheilt man der Fläche St die Gestalt einer Röhre*), deren zu / 
senkrechter Querschnitt ein Kreis vom constanten Radius R ist, während sein 
Centrum auf / liegt, und schliesst die Röhre durch zwei Halbkugeln, deren 

Mittelpunkte den Anfang und das Ende von /bilden, so wird /ßS, = 2nRl+4nR'^y 

wenn / die Länge der Linie / bedeutet; also wird bei verschwindenden Werthen 

von R an der Grenze J -^ = 2^1 /. 

CO —^ numerisch kleiner als das Product zweier Grössen 

12 und %nl^ von denen die erstere verschwindet, während die andere nicht 
über alle Grenzen wächst, woraus das Behauptete folgt. 

Unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes wird also e in jeder mess- 
baren Entfernung von / durch denselben Ausdruck dargestellt, den man erhält, 
wenn e auch an / entlang den Bedingungen A. und B, genfigt. Folglich ist 
dieser Ausdruck, und mit ihm e als einwerthiges Potential an / entlang jeder 
mit den übrigen Voraussetzungen des Lehrsatzes vereinbaren Verletzung von 
A, und B, unfähig. 

A. In art. IL C. ist der Fall ausgeschlossen worden, wo o oder eine 
seiner ersten Derivirten in allen Punkten einer Fläche unendlich oder unbe- 
stimmt wird. 

Der Grund hiervon ist folgender. Legt man um die Fläche f eine 
von S abgelöste Fläche Sy, so würde man unter der Voraussetzung, an f 
entlang werde eine erste Derivirte von o oder e selbst unendlich oder un- 
bestimmt, im Ausdrucke von «o ein Glied (S/) erhalten, in welchem die unter 
dem Integralzeichen stehende Function bei fortgesetzter Verengerung von Sj 
schliesslich aufhört, die Integration zu gestatten. 

*) Note 2. 
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Daraus darf man indessen nicht schliessen, dass es keine Ausdrücke 
gebe, welche ausserhalb der Fläche f ein einwerthiges Potential e darsteilen, 
aber an ihr entlang unendlich oder unbestimmt werden. In den bis jetzt 
untersuchten Fällen muss diese Erscheinung jedoch als eine wirkliche Diver- 
genz des Ausdrucks von e bezeichnet werden, da sie bloss an der Form des 
Ausdruckes haftet, und durch Aenderung dieser Form beseitigt werden kann. 
Beispiele dieser Art erhalt man, wenn man den aus art. V. b, folgenden Aus- 
drücken für die Derivirten der in art. XII. r. bezeichneten Potentiale auch 
noch an den Ausnahmestellen eine Bedeutung einräumt. 

Aus den vorstehenden Lehrsätzen ergeben sich als CoroUare die folgen- 
den, in denen die jedesmalige Bedeutung von R aus dem Vorangehenden erhellt. 

i. In einem Punkte oder einer Linie von endlicher Länge, die keiner 
anderen Ausnahmestelle angehören, kann ein einwerthiges Potential oder eine 
seiner ersten Derivirten niemals unstetig oder unbestimmt werden, ohne dass 
eine der letzteren unendlich wird. 

k. Wird das einwerthige Potential e oder eine seiner ersten Derivirten 
in dem, von jeder anderen Ausnahmestelle getrennten Punkte m unendlich, so 

^j^k ^Ja% ^^a* 

kann mindestens eine der Grössen fl'^-, W-^—^ ä^-ö— nicht bei jeder 

dx dy dz •* 

Richtung von R mit R zugleich verschwinden. 

/. Wird das einwerthige Potential e oder eine seiner ersten Derivirten 
in jedem Punkte einer Linie unendlich, die weder von unendlicher Länge ist, 
noch einer anderen Ausnahmestelle angehört, so kann mindestens eine der 

#> *N *N 

Grössen Ä-^— . Ä-^— , jR-~ nicht bei leder unbegrenzten Abnahme von R 

dx cy OZ' •* ® 

gegen Null convergiren. 

VIII. 

Wenn wir daher die einwerthigen Potentiale e nach ihren Verstössen 
gegen die Bedingungen A, und B. ordnen, so bleiben folgende Fälle übrig: 

1. Diese Bedingungen werden im ganzen Räume erfüllt (art. IX.). 

2. Ausnahmepunkte. Das Product aus einer der ersten Derivirten von 
e und dem Quadrate der Entfernung R von einem festen Punkte p convergirt 
nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Null (art. X.). 

3. Ausnahmelinien. Das Product aus einer der ersten Derivirten von 
o und dem kürzesten Abstände R von einer Linie / convergirt nicht bei jeder 
unbegrenzten Abnahme von R gegen Null (art. XL). 
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4. Ausnahmeflächen. Beim Durchgange durch eine Fläche von end- 
licher Ausdehnung erleiden e oder seine ersten Derivirten plötzliche Aen* 
derungen (art. XII.)- 

Wenn die Fläche S sich mit Ausscheidung aller Theile des Raumes, 
in denen die Bedingungen A, und B, erfüllt sind, immer enger an die Aus- 
nahmestellen anschliesst, so zerfällt sie zuletzt in soviele von einander ge- 
trennte Theile, als Ausnahmestellen vorhanden sind. Jedem dieser Theile 
entspricht im Ausdrucke von v ein Glied, welches einer der drei zuletzt ge- 
nannten Gattungen von Potentialen angehört. Folglich kann jedes Potential 
t) durch eine Summe von Potentialen der vorhin bezeichneten vier Gattungen 
dargestellt werden. 

IX. Erster Fall. 
m. Wenn den Bedingungen A. und B. im ganzen Räume, ohne Aus- 
nahme irgend einer Stelle, Genfige geschieht, so ist in jedem Punkte 
des Raumes 

sobald das Integral zur Rechten unabhängig von der Anordnung der 

Integration convergirt. 
In der That fällt jetzt aus der Gleichung (4.) das Integral [ß) weg, da es 
nicht mehr nöthig ist, aus V einzelne Theile wegen einer dort stattfindenden 
Verletzung von A, oder B. auszuscheiden. 

Es folgt hieraus, dass man jedes einwerthige Potential r durch Sub- 

traction eines Integrals /-^^ — in ein anderes, tr, verwandeln kann, welches 

ausserhalb der Ausnahmestellen der Bedingung Ju) = genflgt, während die 
an diesen Stellen selbst stattfindenden Verstösse gegen A. und B. ganz un- 
geändert bleiben. 

X. Zweiter Fall. Ausnahmepunkte. 

Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. nur in einem 
einzigen Punkte p statt, und ist (> überall =0, so wird ausserhalb der den 
Punkt p einschliessenden Fläche 5 

und dieser Ausdruck ist, wie man aus (3.) für (> = und tr = — schliesst 
von der Gestalt der Fläche S unabhängig, solange sie p ein-, ausschliesst. 
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Nimmt man daher fQr S eine Kugel vom Halbmesser R und dem Cen- 
trum p, so wird 



t?ü 



= W V-öf-TW^'^^^ 



solange R kleiner als die Strecke Op ist, und die rechte Seite von R un- 
abhängig. 

Soll in p äberhaupt eine Verletzung von A. und B. möglich sein, so 
darf sich dieselbe nicht innerhalb der in f. angegebenen Grenzen halten. Stellt 
man also die Bedingung, dass 



9a? ' öy ' dz 

bei abnehmendem R nicht über alle Grenzen wachsen, dass dies aber bei 
jeder Verkleinerung von y eintritt, so darf y jedenfalls nicht kleiner als 2 
sein. Nennt man die zunächst Ober y liegende ganze Zahl n+3, so kann n 
nur eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . bedeuten, und es verschwinden 

Ä«+3_g_^ R--^^^^ R*-^'-^, und wegen d. auch fl«+^r 
mit R zugleich, wahrend 



dx ^ 9y ' dz 

Qber alle Grenzen wachsen. Es findet sich im Folgenden, dass y = n+2 
sein muss. 

1. Nimmt man zunächst fflr n seinen kleinsten Werlh Null, und lässt 
R abnehmen, so reducirt sich die rechte Seite der aus der obigen folgenden 
Gleichung 



f>0 






in welcher r^ die Entfernung von bis p bedeutet, an der Grenze auf ihr 

erstes Glied, da R^-kw^ der Voraussetzung gemäss, also nach d. auch A^e 

und, weil die Differenz der Dreiecksseiten r, r^ kleiner als die dritte Seite R 

ist, (^""^p)Ä*3^ verschwindet. Der Factor /^'Ä^^^ = / -g—^'S» muss 

nach dem Obigen einen von R oder der Gestalt von jS unabhängigen Werth 
— 47ij|f haben. 
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lt. Sobald im ganzen Räume q = ist, und ausserhalb des Punktes p 
nirgendwo ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. staltfindet, 
ferner bei unbegrenzter Annäherung an p 



verschwinden, und 

df> 



ß 



dp 

ist, folgt 



es = -4nM 



M 

Bei der Anwendung dieses Satzes auf die Umformung von — kann man ausser 

den Bedingungen des Satzes noch beliebige andere Eigenschaften dieser Function 
benutzen, da diese mit jenen nicht im Widerspruche stehen, sondern aus 
ihnen folgen. 

2. FOr den allgemeinen Fall, wo n eine beliebige positive ganze Zahl 
ist, mag Folgendes genügen. 

Entwickelt man — mittelst des binomischen Satzes oder auf andere 

r 

Weise nach steigenden Potenzen der Unterschiede x—l^ y—fn^ »— » zwischen 
den Coordinaten x^ y, z des Fldchenelemenls R^do und den Coordinaten l, 
m, n von p, so erh&lt man eine Reihe 

i T T T 

r rp Fp rp 

in welcher T^ ein homogenes Polynom /i'**" Grades jeuer Coordinatendifferenzen 
ist. Da die Nenner von x, y, j8 unabhängig sind, so ist fQr jedes /4 ^^7^=0, 
folglich, wie aus (3.) fOr () = und ic? = 7^ folgt, das Integral 

von der Gestalt der FlAche S unabhftngig, solange sie den Punkt p einscbliesst. 
Sein Werth bleibt also ungeSndert, wenn man für 5 die im vorigen Falle 
construirte Kugel nimmt, und R nach Belieben abnehmen lAsst. 

Vereinigt man nun in den Reihen für — und -gj|- alle Glieder, welche 

im Nenner eine höhere Potenz von r, enthalten, als die (ii + l)'% in einen 
Rest, so fallen bei fortgesetzter Verkleinerung von R aus dem Ausdrucke für 
r,j unter den obigen Voraussetzungen die von den Resten beider Reihen her- 

Journal fttr M«thexnatik Bd. LXI V. Heft 4. 45 
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rührenden Glieder weg, und es ergiebt sich 

^ü = -: — r-r3~+' + 



Die Factoren M^ sind beliebige Kugelfunclionen /i^^' Ordnung der Winkel, 
welche die Richtung pO bestimmen. Die in ihnen verfügbaren Constanlen 
bestimmen sich bei den Anwendungen meislenlheils aus den in der Regel be- 

kannten Zeichenwechseln von ^-^ und seinem Verhalten bei wachsenden und 

orp 

abnehmenden Werthen von r,^ wobei nach dem Obigen eine ungefAhre SchStsang 
des Werlhes von y hinreicht. 

3. Auch in dem Falle, wo die ersten Derivirten von r bei unbe- 
grenzter AnnAherung an p rascher anwachsen, als jede Potenz der reciproken 
Entfernung von diesem Punkte, stellt das Integral 



W = i/v^-rm)«'«" 



noch immer r im ganzen Räume ausserhalb der um p gelegten Kugel dar, 
und zwar ist sein Werth vom Halbmesser R dieser Kugel völlig unabhAngig. 

Wenn überhaupt ein Integral der vorstehenden Form [p] mit abneh- 
mendem R gegen eine von Null verschiedene feste Grenze convergirl, so 
geht es dort als einwerthiges Potential in ein solches über, welches in p, aber 
nicht ausserhalb dieses Punktes eine Ausnahmestelle besitzt. Liegt in einem 
solchen Falle p auf einer Ausnahmelinie oder Fläche von v^ so sagen wir, 
es finde in p ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. statt, welcher 
auch in einem isolirten Ausnahmepunkte möglich ist. 

Jedes einwerthige Potential r Iftsst sich daher durch Subtraction von 
Integralen der obigen Art in ein anderes, tc, verwandeln, welches von allen 
in isolirten Ausnahmepnnkten möglichen Verstössen gegen A. und B. befreit 
ist. Dann muss das, mittelst dieses Potentials w gebildete Integral [f], wo 
immer der Punkt p gewühlt werden mag, bei unbegrenzter Abnahme von R 
entweder von R abhfingig bleiben, oder wenn es eine feste Grenze hat, mit 
R zugleich verschwinden. Denn wenn [p] bei abnehmendem R zwar von iR 
unabhängig würde, aber nicht gegen Null convergirte, so wAre p einem iso- 
lirten Ausnahmepunkte gleich zu achten. 
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XI. Dritter Fall. Ansnahroelinien. 

Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. nur auf einer 
Linie / von endlicher Lange statt, und ist p flberall = 0, so ist ausserhalb der 
/ einschliessenden Fläche S 

und dieses Integral ist von der Gestalt der Fliehe S unabhängig, solange sie 
/ein-, und ausschlies^t. 

Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, dass die Linie / nicht aus 
getrennten Stücken besteht, und flberall stetig gebogen ist. Diese Voraus- 
setzung bildet keinjo wesentliche Einschränkung der Untersuchung. Besteht 
nämlich / aus mehreren von einander getrennten, aber stetig gebogenen Theilen, 
so setzt sich {S) aus ebensoviel Integralen von der Art zusammen, auf welche 
wir uns hier beschranken; hängt / zusammen, jedoch so, dass stetig gebogene 
Theile bei ihrem Zusammentreffen Ecken bilden, so kann man dies so ansehen, als 
ob zwei stetig gebogene Linien einen Endpunkt mit einander gemein haben. 

Stellt man nun die Bedingung, dass die Grössen 

«'^' «'1-' «'^ 

bei unbegrenzter Abnahme der kflrzesten Entfernung R vom Punkte x, y, js 
bis zur Linie / niemfüs über alle Grenzen wachsen, dass aber jede Verklei- 
nerung von y dies zur Folge habe, so darf i^ nicht <::i 1 sein, weil sonst nach 
art. VII. g. an / entlang jeder Verstoss gegen A. und ^. unmöglich sein würde. 
Ist 11+2 die zunächst über y liegende ganze Zahl, also n eine der Zahlen 
0, 1, 2, ..., so verschwinden hiernach die Grössen 

Ä*+2^^ Ä*^'!^, R"^'^^ und wegen rf. Ä'+'r 
mit R zugleich an / entlang, während von den Grössen 

öx ' oy ^ dz 

mindestens eine über alle Grenzen wächst. 

Wir schliessen den Fall aus, wo in einzelnen Punkten von / solche 
Verstösse gegen A. und B. stattfinden, wie sie nach dem vorigen art. auch 
in isolirten Punkten möglich sind. 

Dann ist r bis auf eine begrenzte Anzahl von Grössen bestimmt, über 
die zu seiner vollständigen Definition noch in jedem einzelnen Elemente von 
/ verfügt werden muss. (Vergl. unten (/?.))• 

45* 
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Ffir die folgende Unlersuchung ist es zweckmässige der FISche S die 
folgende Form zu geben. Wir bezeichnen die Endpunkte von / durch a und 
e, zwei benachbarte Punkte von l durch ai und €i. und setzen nun 5 zu- 
sammen aus einer nm ajCj als Axe gelegten Röhrenfldche Si*) vom Halb- 
messer Ry und zwei über a und e hinausreicheuden Verschlussstäcken S^, S^y 
von denen jedes sich mittelsl eines der Normalebene von / angehörigen Strei- 
fens an Si senkrecht ansetzt. Die spfiter zu benutzende Folge dieser Ein- 
richtung besteht darin* dass verschwindende Aenderungen von R die Endpunkte 
der Axe aiCx von St ungeändert lassen. 

Bezeichnet man die Theile von (S)^ welche von der Integration aber 
die Stücke Sa, S/, S, von S herrühren, durch (a), (/) und (^), so wird 

f,, = (a)+(/)+(e). 

Wir beginnen mit der Untersuchung des Integrals (/) für ein ohne 
Ende abnehmendes R. 

Ist q ein zwischen a und e liegender Punkt von i, $ die Lftnge des 
Bogens aq, so dass $ zu- oder abnimmt, jenachdem f an / entlang nach e 
oder a rückt, und ist di das von q ausgehende Bogeneiement von I, P der 
Krümmungsradius in q, ff der Winkel zwischen P und einem von q aus- 
gehenden Halbmesser der Röhrenfläclie Sf, so wird das Element dSi der letzteren 

— äTI ^ — jdffds, und da R zu ihm senkrecht steht, 

(') = 5r/('"4-f«w)(i-^)«*'«'. 



WO der Acceut am Integralzeichen bedeutet, dass die Integration nach t" sieb 
von hl^ bis d! erstreckt. 

Seien Xy y, z die Coordinaten von q, die wir als Functionen von s 
betrachten, und x, y\ »' ihre ersten, ar"^ y", z" ihre zweiten Derivirten nach 
s. Durch q legen wir drei rechtwinklige Axen qT, qP, qN, von denen die 
erste in die Verlängerung von ds ffillt, die zweite nach dem Krümmungs- 
cenlrum und die dritte so gerichtet ist, dass sie zusammen durch blosse Drehung 
beziehungsweise in die Richtung der wachsenden x, y, i gebracht werden 
können. Setzt man nun 

jfj5 — *jf = -/i, ix —X« =/>, xy — ya? =0, 

so werden die Cosinus zwischen diesen und den positiven Axen der a:^jf^« folgende: 

*) Note 2. 
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X y i 
Px" Py" Pi" 
PA PB PC. 



Richtungscosinuä von qT 

. qP 

- qN 

Bezeichnet man ferner durch r, die Entreruung von q bis 0^ und durch a, b, c 
ihre RichlungswinkeU so wird 

coso =^ TT^ , cos6 — -rrJ- • cos c 



"'i m" i) COS O — — '^\'Vr' • cos C -— ""•T«' n 

c/A ar ' ÖZ ^ 



wenn A\ Y, Z wie früher die Coordinaten von sind. 

Dies vorausgescfaickl. lAsst sich die Entfernung r von bis zum Ele- 
mente cS/ in eine fflr den gegenwärtigen Zweck passende Form bringen. 
Bezeichnet man n&mlich durch o den Endpunkt von r auf dSj,, so sind r, R 
und r, die Seilen des Dreiecks qOo^ also wenn m den r gegenflberliegenden 
Winkel o^fO bedeutet. r^ = rj— ^r^Ä cos w-fÄ^ Zur Bestimmung von cd seien 
femer l und it' die Neiguughwinkel von r^ und R gegen ^7"^ tf und nach dem 
bereits oben Festgestellten 6* die Neigungswinkel der durch qT und die Geraden 
r^^ R gelegten Ebenen gegen die Krfimmungsebene TqP; dann wird 

cosfo -- cosÄcosX'-|-sinAsin>/cos(6'— ö), 

oder cosco = sinilcos(0 ~^), da R zu qT senkrecht sieht, also il' = 9(y* ist. 
Daraus folgt 

r" r= r5-2r,ÄsinAcos(ö'-ö) + Ä^ 

während Jt und durch die Gleichungen 

cosA = a:'cosa+ jf'cos6-|- ft'cosc^ 
sin/, cos = jPa:"cosa + /^,v''cos4+FÄ"cosc, 
sinÄrSintf = P^ coso -|- /^/? cos 6+ PC cos c 
bestimmt sind. 

In diesem Ausdrucke von r hängen r^y l und 6 nur von der Lage 
der Punkte q und ab, aber nicht vom Halbmesser R und auch nicht von ff. 
Da r^^R ist, so folgt 

r" "^ T 7^^+^ "»^ 

wo unter P^ die Kugelfunction jPM(sinAcos(d'— tf)) zu verstehen ist. Ffihrt 
man dies in den Ausdruck von (/) ein, und setzt zur besseren Uebersicht 
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so wird 

Da iD den Ausdrücken U und V die Integration zwischen endliciien Grenzen 
statlGodet, die nach dem Obigen bei verschwindenden Aendeningen von R 
nngeAndert bleiben, and zwischen denselben -^ nicht nnendlich oder onbe- 

stimmt wird, 60 ist 

ri dUmA j, ör_,i 
'^•'^-dR-' ^- = -55- 
Solange aber der Endpankt tob r, ausserhalb der um / mit dem Halb- 
messer R beschriebenen RöbrenfNlehe liegt, werden ü^,t and seine Derivirie 
(7_ oberhalb R—O weder unbestimmt, noch nnendlich, noch unstetig; das- 
selbe gilt von r.,1 und F.. Folglich kann man anr diese Functionen von R 
den Lebnatx ä. des art. VII. anwenden, und erbAtt, wenn der FaH, wo R'^^l\ 
oder A"^* K. bei verschwindendem R unbestimmt, unendlich oder anstetig 
wird, aosgeschlosseo wird, fflr n ;> 

limmÄ-F^, = -IimÄ-+'Ü,, 
limiiiÄ-+'r^, = --^lim/l-'+^K.. 
Da femer wegm der fflr -^ gestellten Bedingungen in der ersten von den 
vorstehenden Gleichungen beide Seitm fär M>-n, in der zweiten fflr m+I >n 
verschwinden, so folgt 

lim(/) = \m[£^^R'*'V,-RU„~2£R'^'U,y 
oder geordnet 

(o.) Iim(0 = lim[-Äl/„+2l(^^^Ä-+'V_,-Ä-+'t/.)]. 

Dies vorausgeschickt, unterwerfen wir e an / mtlang der Bedingung, 
d»s bti unbegrenzter Abnahme von R in jedem Funkte g, fQr jeden TVerth 
von ß und für m^Q, 1, . . . n 

(/?.) lnnÄ"+y|^cos(»n^-/?)6tf' = -4jiM.cos/?+ß.8in/9) 

sei, wo A^ und J?. von (i onabhängigo Functionen des Bogens i sind, welche 
die Integration an / entlang in dem zur Bildung von lim(/) erforderlichen 

Umfange gestatten. 
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Aus dem bekannten Ausdrucke für die Kugelfunctionen 

P« (cos il cos i' + sin l sin l' cos (tf '— 6)) 
erhält man für Ä' = 90" 

Po{smlcos{ff-e)) = 1, 

P,{sinlco8{ff-d)) = sin l cos {ff -6) 
und allgemein 

P«(sinicos(tf'-tf)) = ^.co8m(«'~tf)+^«,,co8(m-2)(tf'~tf)+-, 
wo 

ist. Die äbrigen Factoren ^ sind ebenfalls von 0' und tf unabhAngig, kommen 
aber bei der folgenden Untersuchung nicht in Betracht. 

Wendet man nfimlich den vorstehenden Ausdruck von P^ auf die Be- 
stimmung der 



an, indem man von m = an aufwArts schliesst, so sseigt sich sofort, dass P^ 
durch sein erstes Glied ersetzt werden kann, und es ergiebt sich 

für m = lim ^f^P.dff = - A, 

für m= 1,2,...« Wm^^f^P^dff ^-^^{A^eosme+B^sxnme). 

Ebenso findet sich fQr iii=l, 2, ... n 

lim^^y~^P^i.C08«'ötf' = -i^^,(^«cos(m-l)tf+Ä.8in(m-l)tf). 

Daraus ergeben sich die folgenden Ausdrücke, aas denen in (a.) der Grens- 
werth von (/) zusammengesetzt ist: 

lim 






(y.) iim-Ä + [/. = 2 ^gnj^ij^y ^ — j:^ ^e#, 

die Accente an den Integralzeichen bedeuten, dass die Integration an / entlang 
von ai bis Cy zu erstrecken ist. 
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Lässl man daher die Flächen Sa nnd S^ sich bis zu den Punkten Ot 
und ßi erstrecken, und ersetzt sie nun der Einfachheit wegen durch Kugeln mit 
den Halbmessern oAj = c„ , eei = c^ und den Mittelpunkten a und e, so gehen 
im Ausdrucke von r« («) und {e) in Integrale [a\ und [e] (voriger art.) über, 
und es folgt 

f?o = [a] + Iim(/) + [c]. 

Die^ios Resultnl umfasst verschiedene Falle. 

1. Wenn die durch .4^ und B,^ beÄeichnelen Functionen von s so 
beschaffen sind, dass von den Integralen [y.)^ aus denen lim(/) besteht, ein- 
zelne divergent werden, wenn man sie bis zu den Endpunkten a und e von 
/ erstreckt, so bilden die Integrale [a] und [e] wesentliche Bestandthoile des 
Ausdruckes von rn, indem sie zur Ausgleichung der, bei abnehmenden Wer- 
then der Halbmesser c„ und c^ eintretenden Divergenz von \\m{t) dienen. 

2. Wenn dagegen die Functionen A und B die Integration auch bis 
an die Enden von / hinan gestatten, so kann man c„ und Cg verschwinden 
lassen, und verlangen, dass auch [a] und [e\ verschwinden. Denn da in diesem 
"Falle jedes der Integrale [a] und [c] für sich gegen eine feste Grenze con- 
vergirt, so würden sie, falls diese Grenzen von Null verschieden waren^ in 
den Ausdruck von r«, zwei Glieder liefern, welche man nach dem Schlüsse 
des vorigen art. auch dadurch einführen kann, dass man einen isolirten Aus* 
nahmepuukt nach a und einen nach e rücken lässt, und welche ebenso durch 
ßeseitigung dieser Ausnahmepunkte ohne eine Abänderung in den übrigen Be- 
dingungen entfernt werden können, wie es oben als geschehen vorausgesetzt 
worden Ist. Daraus folgt der Satz: 

Es sei V ein einwerlhiges Potential, welches nur auf einer ununter- 
brochen zusammenhangenden und stelig gebogenen Linie von der 
meMsbaren Länge / gegen die Bedingungen J. und B. verstösst, und 
fluch auf dieser von allen in isolirten Ausnahmepunkten möglichen 
Verletzungen dieser Bedingungen befreit ist. Wenn alsdann im ganzen 
Baume p -= ist, und an / entlang bei unbegrenzter Abnahme von Ä 

1) limfi*^'4^ = 0, lim/?-+'i^-0. liinÄ-^^4~ = 0, 

2) für w =. 0, 1 , . . . » lim R""''/-^^ cosmffdff = « AnA^, 

3) für »1 = 1,2, ...n limÄ-^y^|-sini»tf'^tf' = -47rß« 
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ist, so ist für jeden Punkt ausserhalb / Du = Um (/) oder 






_ sin A»-' (ii«co8 (m --1)0+B„ sin (m-> 00) 1 ^ 

vorausgesetzt, dass die Functionen A^ und fi^ die Integration Aber 

die ganze Linie / hinweg gestatten. 
Mittelst der hier anwendbaren Sfitze d. und e. des art. VII. ergeben 
sich aus den Bedingungen 3) und 3) folgende Eigenschaften des vorstehenden 
Potentials : 

lin\mR''/ecosmffdff = 471^^1 

,, ( fOr Hl = 1) 3* . . • II. 

limmÄ* /r sinmö'öO' = 47iÄ«) 

Dieselben können ebenfalls dazu dienen, um zu einem gegebenen Ausdrucke 
von f) die Grössen A und B zu bestimmen. 

Einfache Beispiele zu beiden FftUen erhftlt man durch conforme Umbildung 
einwerthiger Functionen von j^+i'if^ welche nur in einer endlichen Anzahl von 
Punkten der ;, 1^ Ebene unendlich werden, oder ihrer reellen Bestandtheile. Be- 
trachtet man nfimlich eine solche als Function ven |r, \f^ g, so verhfilt sie sich 
wie eine den Bedingungen des art. I. f&r (f' gleich Null genflgende Function ^^ 

die nebst ihren ersten Derivirten -^, -^ auf geraden Linien, die zur )-Axe 

parallel sind, unendlich wird, und ausserhalb derselben endlich und stetig 
bleibt. Diese Linien werden durch die conforme Umbildung in Kreisbögen 
verwandelt, deren Enden im Mittelpunkte des Raumes x, y, « zusammen- 
stossen. Die rationalen Functionen liefern Beispiele zum zweiten Falle, 

log ^ ^ kann zur Erläuterung des andern dienen. 

3. Wenn die ersten Derivirten von « an / entlang unendlich gross 
von unendlich hoher Ordnung werden, so stellt der Ausdruck (S)={l)+{al)+{e) 
noch immer e ausserhalb der FIfiche S dar, und sein Werth ist auch jetzt 
noch vom Halbmesser R und der Form von Sa und S^ unabhängig. Allge- 
mein geht jeder Ausdruck dieser Form, der von der Umgestaltung der FIfiche $ 
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unabhängig wird, wenn sie sich immer enger um / zusammenzieht, an der 
Grenze als einwerthiges Potential in ein solches Ober, weiches ausser der 
Linie / keine andere Ausnabmestelle besitzt. Man Iiann daher durch Sub- 
traction von Potentialen dieser Gattung jedes einwerthige Potential o in ein 
anderes, tr^ verwandeln, welches so beschaffen ist, dass der mittelst der Werthe 
von w gebildete Ausdruck {S) fflr jede beliebige Linie / bei fortgesetzter 
Verengerung der Fläche 5 entweder von der Gestalt dieser Flfiche abhängig 
bleibt, oder falls er eine feste Grenze hat, an derselben verschwindet. 

XII. Vierter FalL Ausnabmeflächen. 

Die Bedingungen A. und B. werden nur an einer zusammenhängenden 
Fläche f entlang verletzt, von welcher wir voraussetzen, 

1) dass sie keine unendlich weit von einandef entfernten Punkte ent- 
hält, und dass die Länge ihres Randes, wenn ein solcher vorhanden 
ist, nicht unendlich gross ist; 

2) dass die Anzahl ihrer Ecken und Kanten, so wie die Zahl ihrer 
Durchscfanittspunkte mit Geraden von verschwindender Länge und 
mit Curven, die zu ihrem Rande oder zu einer bestimmten, auf ihr 
verzeichneten Linie / (vergl. unten 3)) in unendlicher Nähe parallel 
sind, nicht unendlich gross ist. 

Wir setzen ferner voraus, dass q im ganzen Räume ausserhalb f gleich 
Null ist. In diesem, wie in den frfiheren Fällen darf aus Aem Umstände, 
dass Jf> auf f selbst nicht gleich Null gesetzt werden kann, nicht geschlossen 
werden, 9 habe dort von Null verschieden^ Werthe, weil auf f selbst von 
der Bildung des Ausdruckes Jv überhaupt keine Rede sein kann. 

Den Fall, wo e oder eine seiner ersten Derivirten in allen Punkten 
eines Fläcbenstflcks von endlicher Ausdehnung unendlich oder unbestimmt 
wird, haben wir bereits ausgeschlossen. Wir fügen hierzu noch weitere Be- 
schränkungen in den an / entlang vorauszusetzenden Verstössen gegen A. 
und B, Diese Verstösse bestehen nach art. VIII. in blossen Unsletigkeiten, 
welche r oder seine ersten Derivirten beim Durchgange durch f erleiden, 
und welche, abgesehen von linzelnen auf f liegenden Punkten und Linien, 
mit keinem Unendlich werden dioser Functionen verbunden sind. Die Beschrän- 
kungen, denen wir diese Unstetigkeiten unterwerfen, betreffen 1) die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher r oder seine ersten Derivirten anwachsen dürfen, 
wenn man solchen Punkten und Linien von Aussen her, und 2) die von 



Christoffel, msr Tkeorie der emwerthigen Potentiale. 355 

jener wohl zu unterscheidende Geschwindigkeit, mit welcher ihre Sprünge 
wachsen dürfen, wenn man diesen Stellen an der Fläche f entlang immer 
näher rückt. 

Wenn die Unsletigkeiten von i? oder seinen ersten Derivirlen sich bis 
an den Rand l der Fläche f erhalten, so werden diese Functionen auf dem 
Rande selbst unbestimmt, indem sie beim Umbiegen um denselben alle beim 
Durchgange durch f übersprungenen Werthe in stetiger Reihenfolge durch- 
laufen. Folglich gehört der Rand i. im Allgemeinen ebenfalls zu den, auf f 
noch besonders zu unterscheidenden Ausnahmestellen, von denen er bloss durch 
seine Lage auf f unterschieden ist. 

Wenn auf f in irgend einem Punkte oder an einer Linie entlang eine, 
auch in isolirlen Punkten oder Linien mögliche Verletzung von A. stattfindet^ 
so kann man dieselbe ohne eine Aenderung in den übrigen Bedingungen da- 
durch vollständig beseitigen, dass man aus dem Ausdrucke für f> eine von den 
im zweiten und dritten Falle auftretenden Formen ausscheidet. Wir setzen 
dies als geschehen voraus, und beschränken dem entsprechend das Unendlich- 
werden von t? und seinen ersten Derivirten durch die unten folgende vierte 
Bedingung. 

Dies festgestellt, betrachten wir f als einen Spalt im Räume, und be- 
zeichnen einen Punkt o von fy jenachdem er als auf der einen oder der 
andern Seite des Spaltes liegend betrachtet wird, durch 0| oder 02, die Werthe 
von € in diesen Punkten durch «1, Vi und unter der Voraussetzung, dass man 
beim Differentiiren von Ox und O2 aus auf den, über beiden Seiten des Spaltes 
von ihm abwärts errichteten Normalen fortschreitet, seine Derivirten durch 

-^ und -7:^. Dann stellen sich die an /* entlang zu erfüllenden Bedingungen 

wie folgt: 

3) Mit Ausnahme von isolirlen Punkten m, einer Linie / (vergl. oben 2)) 
und des Randes l sind e und seine ersten Derivirten auf beiden 
Seiten von f nirgendwo unendlich oder anbestimmt. Die Punkte m 
sind nur in begrenzter Zahl vorhanden, und die Anzahl der Ecken 
von / und l^ sowie die Länge von / ist ebenfalls nicht unendlich 
gross. 

4) Legt man um jeden Punkt m als Centrum eine Kugellläclie 5,«, and 
um die Linien / und l als Axen Röhrenflächen St und Sx^ sämmt- 
lich vom Halbmesser e, so soll zagleieb mit c Jedes der Integrale 

46» 
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yerschwiadeo. 

5) Bein Durcfagange dnrc^ f sind r tud seine ersten Derivirten nn- 
stetig, und zwar ist im Punkte o 

t)| — ©2 =r 47ll2i. 

6) Ist R die geradlinige Entfernung von o bis xu einem Punkte m^ 
und nftbert sich py ohne f su vwlassen, diesem Punkte auf einer 
beliebigen Bahn, so verschwinden 

mit R ragleidi, sobald fir k eine passende, unter 1 liegende po- 
sitive Zahl gesetzt wird. 

7) Nfihert sidi dagegen Oy ohne f zu veriassen, einem 4» Linie / oder 
l angdiArigen Pimkte so, dass sdne Bahn zuletzt in die Normal- 
ebene dieser Linie ffillt, so verschwinden zugleich mit der gerad- 
linigen Entfernung R heiAer Punkte £e Grossen 

A E, R iil^ 

wenn k vrieder einen von 1 verschiedenen poritiven echten Bruch 
bedeutet. 



In den verschiedenen FAllen, weldie sidi hier darbieten, kann k verschiedene 
Werthe haben, welche jedoch simmllich kleiner als 1 sein müssen. Ftkr 
unsern Zweck reicht es hin, unter k den grössten von allen diesen Werthen 
zu verstehen. 

Setzt man nun die um alle Ausnahmestellen von r zu legende Fliehe 
S zusammen aus den Flachen S^, Si, Sx (siehe oben 4)) und den ausserhalb 
derselben liegenden Theilen der Spaltflächen, und bezeichnet man durch dfi und 
d/2 die mit dem Elemente 8f von f zusammenfallenden Elemente der letztern, 
so geht die fQr jeden ausserhalb S liegenden Punkt gflltige Gleichung eu==(S) 
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mit Rücksicht auf die in 4) eingeführten Zeichen über in 

wenn die Sumniation im letzten Gliede zur Rechten sich Ober alle Punkte m 
erstreckt^ und in den ersten Gliedern der Accent andeutet, dass die innerhalb 
der Kugeln und Röhren liegenden Elemente df von der Integration ausge- 
schlossen sind. 

In den beiden ersten Gliedern lassen sich zunächst die entsprechenden 

4 4 

Elemente vereinigen. Berflcksichtigt man, dass in o ^^ = — ^-^ ist , so 
ergiebt nch wegen 5) 

(«.) eo = y'-^+yß,-^6/'+(/) + (i)+^[m]. 

Nennt man feraw df^, dfj, dfi die Elemente der ins Innere von 5«, Si, Si 
fallenden Theile von /j und setzt 

d- 
/^ = ^.. /Q,^a^. = 0., /^ = £, U.S.W., 

so kann man endlich sdireiben 

wenn 

T = (/)+(i)-.£,~£,-0,--0,+^([m]-ii;.-OJ 

gesetzt wird, und das Weglassen der Accente bedeutet, dass die Integration 
in den ersten Gliedern über alle. Elemente von f ohne Ausnahme zu er- 
strecken ist. 

Dabei ist jedoch vorausgesetzt, dass diese Glieder durch die Erwei- 
terung ihres Integrationsgebietes weder unendlich, noch unbestimmt werden. 
Dies ist, wie im Folgenden gezeigt wird, wirklich der Fall, solange die für 
E und £li gestellten Bedingungen 6) und 7) erfüllt sind. 

Werden dagegen diese Bedingungen so abgeändert, dass die Integrale 

d- 
I — *— und J Sil J df divergiren, wenn man die Integration bis an (, l, m 
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hinan erstreckt, so znuss der nrsprangliche Ausdruck (ce.) beibehalten werden, 
indem nun die Glieder (/), (I), [m] zur Ausgleichung der, bei abnehmendem 
c eintretenden Divergenz der ersten Glieder dienen. 

Wir werden beweisen, dass bei den obigen Bedingungen jedes einzelne 
Glied von T mit dem Halbmesser c zugleich verschwindet. Da die Anzahl 
dieser Glieder wegen 3) keine unbegrenzte ist, so ist dasselbe dann auch von 
ihrer Summe T nachgewiesen. 

Nennt mau R die geradlinige Entfernung von of^ bis m, und bezeichnet 
durch k den in 6) erwähnten positiven echten Bruch, so ist 

Ä'+*E r 

ersetzt man aber die Factoren und fi^"*"/2. -^ — durch passende 3Iit- 

telwerthe M und A', und setzt /-»^ = «^, so wird E^ = Mw^ 0^ = Nio. Da 

wegen 6) d(^r grösste Werth von M uud A\ und nach Notel. auch w mit c 
zugleich unter jede Grenze sinkt, so gilt dasselbe von £« und 0». 

Bezeichnet man ferner durch R die auf einem Halbmesser der Röhren- 
fläche S/ gezählte Entfernung von o/) bis zur Axe l, durch Ar den in 7) er- 
wähnten positiven echten Bruch, und durch 3fj N' passende Mittel aus den 

Ä*E ^ r 

Werlhen. welche und Ä*i2| -^ — in Ei und 0/ während der Integration 

durchlaufen, und setzt man /-^ = 17, so wird Ei = M'r^^ Oj^N'r^; und da 

wegen 7) der grösste \Yerth von M' und A', und nach Note 3. anch 17 mit 
c zugleich unter jede Grenze sinkt, so gilt dasselbe von Ei und Oiy und aus 
demselben Grunde von Ei und Oi, 

3Ian kanu daher die Halbmesaer der Flächen Si^ Si, S^ so klein 
wählen, dais die durch ihr völliges Verschwinden bewirkten Aenderongen 

Ei^Ei+:EE^, Ot^Oi-r^O^ der Integrale 'f^^ xm^i'/n^-^cf kleiner 

als alles Beliebige werden; folglich convergiren diese Integrale ohne Unste- 
tigkeit gegen feste Grenzen, wenn man sie bis an ly Xy m hinan erstreckt 

Da zugleich mit c wegen 4) auch jedes der Integrale (/), (i]:, [m] 
verschwindet, so folgt femer. dass der Unterschied T zwischen «» und der 
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und /*ßi-^ — ^A ^1^*®'' J®^^ Grenze 

gädrflckt wird, wenn man die Halbmesser der Flächen Sj, Sx, S„, ohne Ende 

abnehmen Ifisst. Daraus Folgt: 

p. Die Function e ist durch die Bedingungen A., B., D. des art. II. 
und 3) bis 7) völlig bestimmt, so lange die Flfiche f den Bedin- 
gungen 1) und 2) entspricht, und q gleich Null ist, und zwar ist 
für jeden ausserhalb f liegenden Punkt 0: 

Aendert man insbesondere die Bedingung 5) dahin ab, dass entweder 
ißi oder £ gleich Null ist, so ergiebt sich: 

q. Ist unter Voraussetzung aller übrigen Bedingungen r selbst beim 
Durchgange durch die Fläche f stetig, dagegen 



de, 



+^ = ^4;iE, 



dp, dp, 

wahrend E den in 6) und 7) gestellten Bedingungen genügt, so ist 

r. Ist die Derivirte von r nach der Normale der Fläche f beim Durch- 
gange durch dieselbe nicht unstetig, jedoch 

während i2| die in 6) und 7) gestellten Bedingungen erfüllt, so ist 

Diese Sätze gelten selbst dann noch, wenn im ersten Fall Vi und C2^ 

im zweiten -j^— und -^-^ in unendlicher Nähe von ly l, m einen derartigen 

Verlauf annehmen, dass es nicht mehr gestattet ist, i2| resp. E an diesen 
Stellen noch gleich Null zu setzen, wofern nur dort den Bedingungen 6) und 
7) Genüge geschieht. In der That kommen hierdurch zu «?(, nur Integrale 
Ot9 Oij 0« resp. £/, Ex^ E„, welche sämmtlich kleiner als jede angebbare 
oder mit anzugebenden Werthen vergleichbare Zahl sind. 
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Man kann endlich, ohne dass die vorstehenden Sfitxe ihre Gflitigkeit 
verlieren, die Bedin^ngen 6) nnd 7) durch die allgemeinere ersetsen, daaa 

die über einen beliebigen Theil F von f erstreckten Integrale / — ^ und 

I i\ S 8f bei stetiger Erweiterung von F nie unbestimmt, unendlich oder 

unstetig werden, weil diese Bedingung das Verschwinden von E^^ 0^, 
El, Oty Ex und Oi nach sich zieht. 

XIII. 

Zu den im Vorangehenden untersuchten Gattungen einwerthiger Po- 
tentiale müssen nun noch als besondere Fälle diejenigen gefügt werden, bei* 
denen die Anzahl der Ausnabmepunkte, die Lfinge einer Ausnahmelinie oder 
der Inhalt einer Ausnahmefläche unendlich gross ist, sowie diejenigen, welche 
Ausnahmestellen im Unendlichen besitzen. 

VVir bemerken in dieser Beziehung zunächst den folgenden Grundsatz, 
der mit den nölhigen Modificationen in jedem der eben genannten vier Fälle 
Anwendung findet. 

Wenn der Ausdruck t? eines einwerihigen Potentials bei unbegrenzter 
Erweiterung einer Ansnahmesteile 31 zuletzt in einen, vo/n Gesetze dieser 
Erweiterung unabhängigen Ausdruck u übergebt, so stellt u dasjenige ein- 
werthige Potential dar, welches der ins Unbegrenzte erweiterten Aus- 
nahmestelle entspricht. 

Bezeichnet man diese Letztere durch $, so reicht es zum Beweise des 
Satzes hin, zu zeigen, 1) dass u ein einwerthiges Potential ist, 2) dass es 
ausserhalb Sd nirgendwo gegen die Bedingung A. verstösst, und 3) dass u, 
soweit 3 mit 31 zusammenfällt, stets dieselben Unstetigkeiten wie*r besitzt. 
Das Letztere folgt aus der Form des Ausdruckes t?^ welche zur Folge hat, 
dass aus der Differenz u—t) alle auf 31 bezüglichen Theile wegfallen; da 
ausserdem der Unterschied zwischen u und v nach den Bedingungen des Satzes 
durch hinlängliche Erweiterung von 31 im ganzen Räume ausserhalb $ unter 
eine beliebige Grenze hinabgedrückt werden kann, und v dort die beiden zu- 
erst genannten Eigenschaften besitzt, so können dieselben auch dem Ausdrucke 
u nicht abgehen. 

XIV. 
Nach diesem Satze bleiben nur noch diejenigen einwerthigen Potentiale 
zu untersuchen übrig, welche Ausnahmestellen im Unendlichen besitzen, ohne 
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dass ihre Ausdrücke sich aus den oben gefundenen durch unbegrenzte Er- 
weiterung einer solchen Stelle ergeben. Dieselben müssen nach art. IL und 
VI. aus den bisher betrachteten sfimmllich durch confornie Umbildung erbalten 
werden. 

Zur leichteren Uebersicht gehen wir auf die in art. I. definirte Function 
t) zurück, indem wir p' = setzen, und ausserdem die Bedingung stellen, dass 
t) von solchen Ausnahmestellen, die keinen Punkt im Unendlichen besitzen, 
befreit ist. 

Da hiernach die Ausnahmestellen von t) entweder vollständig im Un- 
endlichen liegen, oder ohne Unterbrechung aus den unendlich entfernten Theilen 
des Raumes bis ins Endliche reichen, so kann man den Raum ^, ^, ) mittelst 
einer nie in getrennte Stücke zerfallenden Fläche in zwei Theile zerlegen, 
von denen der eine alle unendlich entfernten Theile des Raumes und sämmt- 
liche Ausnahmestellen enthalt, wahrend der andere, den wir ^ nennen, von 
ihnen völlig frei ist. Dann lässt sich der Werth )0q^ den \> in einem belie- 
bigen Punkte D des Raumes ä^ hat, nach art. III. durch ein über die Ober- 
fläche von $ erstrecktes Integral darstellen, dessen Werth in Folge der für t) 
gestellten Bedingungen von der Gestalt dieser Fläche unabhängig ist, solange 
in iB keine Ausnahmestellen aufgenommen werden. 

Dies festgestellt, legen wir um den Mittelpunkt p' des Raumes ^, ^, j 
(art. II.) eine Kugelfläche ^, um jede Ausnahmelinie von t) eine Röhrenfläche, 
und unterscheiden bei jeder Ausnahmefläche ihre befden Seiten, indem wir 
sie als einen Spalt im Räume ansehen. 

Dann können wir die Oberfläche von $ zusammensetzen 1) aus dem- 
jenigen Theile @^ der Kugelfläche ^, der ausserhalb sämmtlicher Röhren- 
und Spaltflächen liegt, und 2) aus derjenigen Fläche @, die durch sämmtliche 
ins Innere von ^ fallenden Theile der letzteren gebildet wird. 

Dehnt man nun die Bezeichnungen des art. III. 1. auf den vorliegenden 
Fall aus, so folgt aus der Gleichung (0.) desselben art. 

t)o = (®)-(®J. 
Lässt man jetzt 8 oder @^ ins Unendliche rücken, und ^ sich demgemäss 

erweitern, so sind zwei Fälle möglich; entweder convergirt das Integral (®), 
also wegen der für b gestellten Bedingungen auch (@^) gegen eine feste 
Grenze, oder es ist dies nicht der Fall. 

1. Im ersten Falle geht (®) in eines von den im vorigen art. be- 
handelten Potentialen über, und es wird demnach (JB^) an der Grenze eben- 
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falls ein einwerthiges Potential. Wir verwandeln dasselbe durch conforme 
Umbildung, zu deren Mittelpunkt wir das Centrum p' von S nehmen, in ein 
auf den Raum x, y, « bezügliches r. Dann entspricht der Kugelflfiche St in 
letzterem eine neue Kugelfläche K, und den unendlich entfernten Theilen des 
Raumes j:, )^, ) das Gentmm p' von K. Man erhfilt auf diese Weise (art. 11.) 
ein einwerthiges Potential 

welches ausserhalb p' allenthalben den Bedingungen A., B,, D. des art. U. 
für Q = genügt, also zu den im art. X. behandelten gehört. Folglich wird 
umgekehrt der Grenzwerth von (@^) im vorliegenden Falle durch conforme 
Umbildung der in art. X. behandelten Gattung von Potentialen erhalten, was 
in dem Falle, wo t) im Unendlichen nicht von unendlich hoher Ordnung un- 
endlich wird, auf rationale ganze Functionen von (, )^, g fahrt. 

2. Wenn dagegen bei fortgesetzter Erweiterung von R zwar die Dif- 
ferenz von (@) und (@^) bei einem festen Werthe beharrt, aber keines von 
beiden Integralen fär sich gegen eine feste Grenze convergirt, so verwandelt 
sich t) durch die nämliche conforme Umbildung in ein einwerthiges Potential t, 
welches eine nicht bis ins Unendliche reichende Ausnahmestelle besitzt, die 
sich im Punkte p' schliesst. Der Kugel ft und dem zur Ausschliessung der 
Ausnahmestellen von ^ dienenden System Qf von Röhren- und Spaltflächen 
entspricht im Räume x, y, z die Kugel K mit dem Centrum p^ und ein Sy- 
stem F von Flächen, welche die Ausnahmestellen von v einschliessen. Be- 
seitigt man von beiden Flächen K und F diejenigen Theile, welche ins Innere 
der andern fallen, und nennt die äbrig bleibenden Theile Sp, und S, so wird 
e nach art. IV. durch die Gleichung 

t?o = (S)+(SpO 

dargestellt, und es ist nun nach art. II. 

(S) = f(®), -(s^)=-£-(ej. 

Daraus folgt, dass bei fortgesetzter Verengerung von K oder Sp. zwar die 
Summe der Integrale {S) und {Spi) ungeändert bleibt, aber keines von beiden 
für sich gegen eine feste Grenze convergirt. 

Folglich wird man im gegenwärtigen Falle auf die in art. XI. und XII. 
erwähnten Fälle zurückgeffihrt, wo zur Vermeidung divergenter Ausdrflcke 
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für r aus einer Linie / oder einer Fliehe f abnehmende Stücke derselben 
ausgeschieden, und durch eingeschaltete Kugelflicben ersetzt wurden. 

Die einwerthfgen Potentiale zerfallen hiemach in zwei getrennte Gat- 
tungen, von denen die eine durch die* in den arl. IX. — XII. gegebenen, ge- 
schlossenen Ausdrücke dargestellt wird, während die andere die Darstellung 
durch Formen, deren Elemente von der reciproken Entfernung abhfingen, nur 
unter der Bedingung gestattet, dass die durch die Wahl dieser bestimmten 
Formen herbeigeführte Divergenz durch Ausscheidung von Restgliedern ge- 
hoben wird. Functionen dieser Art sind bis jetzt wenig untersucht worden, 
da sie nach dem eben Gesagten mit der Lehre von den Kräften, die nach dem 
umgekehrten Quadrate der Entfernung wirken, in keiner Beziehung stehen. 

Note 1. 

Um den Punkt m der Fläche S als Centrum legen wir eine Kugel 
vom Radius c, und nennen S' das in ihr Inneres fallende Stück von S. Es 
wird vorausgesetzt, dass S' durch Gerade, die zu einer Coordinatenaxe pa- 
rallel sind, höchstens nmal, d. h. nicht unendlich oft geschnitten wird. Ist jetzt 
dS* ein Element von S', R seine Entfernung von m, k eine unter 1 liegende 
positive Zahl, so convergirt das Integral 

ÖS' 

mit abnehmendem c gegen Null. 

Zum Beweise verlegen wir den Coordinatenanfang nach m, und be- 
zeichnen die positiven Flächeninhalte der Projectionen von cS' auf die Co- 
ordinatenebenen durch dS,, dSy, dS^, woraus 

•ÖS', 



^fdSr , ras; r 
J Alf* V Ä»+* V " 



folgt, weil 55»' als Summe der positiven Projectionen von 5S'v, oSy, ßSl auf 
die Ebene von bS kleiner als die Summe dieser Grössen selbst ist. Legt man jetzt 
über die yj5-Ebene um m als Centrum zwei Kreise, deren Radien 9t und 9t+d9t 
kleiner als c sind, so ist die Summe aller auf den von ihnen begrenzten Kreisring 
fallenden Projectionen dS^ kleiner als n.277 9ld9t, also der von diesen Projectionen 

-^^ kleiner als ii.2n9{d9t dividirt durch den kleinsten 
Werth, welcher Ä'^* in diesen Projectionen beizulegen ist, also jedenfalls kleiner 

als — ^^q:i — ; mithin ^^^ J -dTTT <^ '^^^ ^J 'wr^TITj^^ - ^^ dasselbe für 

47* 
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ßjiff 

die beiden anderen Integrale gill , so folgl w <C .__, c^""*. So lange also 

i—k einen von Nnll verschiedenen positiven Werth hat^ nnd n nicht Aber 
jeder angebbaren Zahl liegt , kann man die positive Grösse cd durch Yer- 
kleinerong von c unter jede Grenze bringen, w. x. b. w. 

Note 2. 

Die Oberfläche eines Raumes, den eine beliebig fortbewegte Kugel K 
vom Constanten Halbmesser R durchdringt^ nenne ich eine Röhrenflfiche, R 
ihren Halbmesser und die Bahn / des Kugelcentrums ihre Axe. 

Die Curve, in welcher die Kugel K durch eine ihrer früheren Lagen 
geschnitten wird, ist ein Kreis, dessen Ebene zur Verbindungslinie der Kugel- 
roittelpunkte in der Mitte senkrecht steht^ und den nfimlichen Punkt zum Cen- 
trum hat. Lässt man beide Kugeln zusammenfallen, so geht ihr Durchschnitt 
in die Curve aber, an der entlang K von der Röhrenfläche S berflhrt wird. 
Dieselbe ist hiemach ein Hauptkreis von K^ dessen Ebene im Centrum von 
K zur Axe / senkrecht steht. Daraus ergeben sich die folgenden bekannten 
Sätze, weiche hier der Uebersicht wegen zusammengestellt werden mussten. 

1. Die Röhrenfläche 5 wird von jeder Normalebene ihrer Axe / in 
einem Kreise vom Halbmesser R geschnitten, den wir den Querschnitt nennen. 

2. Alle Halbmesser eines Querschnitts sind Normalen von S; jeder 
Querschnitt ist also eine Krümmungslinie von S und ihr Krümmungsradius 
constant = R, 

Durch die Endpunkte q, q eines Bogenelementes dl der Axe lege ich 
die Normalebenen von /^ und nenne die hierdurch auf 5 bestimmten Quer- 
schnitte Ny ]S\ Ist nun d/i ein Element von N, o sein Anfangspunkt, und 
dl2 das von N und iV' begrenzte Element der zweiten durch o gehenden 
Krümmungslinie von S, so sind dli und Bk zu einander, und weil sie in 
der Tangentialebene von 5 liegen, auch beide zur Normale oq senkrechL 
Folglich ist ausser dl auch noch dk zur Ebene des Querschnittes N senkrecht. 

3. Jedes Element dk einer Krümmungslinie der zweiten Schaar ist 
zu dem, von den nämlichen Normalebenen der Axe begrenzten Elemente dl 
dieser letztern parallel. 

Die Länge von dli berechnen wir mittelst seiner Projection d4 auf 
die zu 81 gehörige Krümmungsebene der Axe. Da dl^ zu dl, also auch zu 
dieser Krümmungsebene parallel ist, so ist seine Länge gleich der Länge dt^ 
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seiner Projection. Letztere ist zu dl parallel, und mit diesem durch dieselben 
Normalebenen der Axe, also auch durch dieselben Ilauptnormalen von / be- 
grenzt. Folglich liegen dl und d4 auf zwei concentrischen Kreisen dem 
nämlichen Centriwinkel gegenüber. Nennt man P den Krfimmungshalbmesser 

von ly P' den Halbmesser des anderen Kreises, so folgt "p^ ="'-»'- ? ^so 

dH.^dl.^'^dl. 

Bezeichnet man aber durch 0' den Winkel zwischen der Richtung von 
q nach o und von q vn P entlang nach dem Krümmungscentrum hin, so dass 
0\ wenn o an A' entlang sich fortbewegt, von o bis in wachsen kann, so 

ergiebt sich F^P-Rcosff, also c?4 = (l-^^^p^)ß/. 

Lässt man femer 0' um dO' wachsen, so beschreibt o das Bogenele- 
ment 6/i, also ist 8li = RdO\ 

Das Element der Oberfläche S ist dS^dlidk'^ mithin 

es = (i^^s^)Röffdi. 

Ist daher / die Länge der Axe l^ so ist die Gesammtoberfläche von S zwischen 
dem ersten und letzten Querschnitte gleich 

Note 3. 

Auf der Fläche S sei eine Linie / verzeichnet, deren Länge und 
Eckenzahl nicht unendlich gross sind. Um diese Linie als Axe legen wir 
eine Schaar von Röhrenflächen, und nennen R den Halbmesser einer belie- 
bigen Röhre -2*, c den Halbmesser der weitesten Röhre 2^. Diese letztere 
schneidet aus S ein Stück S' heraus, von dem wir voraussetzen, dass es von 
jeder geraden Linie und jeder Krümmungslinie einer der genannten Röhrenfläcben 
höchstens in n getrennten Punkten, d. h. nicht unendlich oft geschnitten wird. 

Ist jetzt öS' ein, zwischen die Röhren von den Halbmessern R und 
R+dR fallendes Element von S\ k eine unter 1 liegende positive Zahl, so 
convergirt das über die ganze Fläche S' erstreckte Integral 

/'öS' 

mit abnehmendem e gegen Null. 
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Zum Beweise dieses Satzes ist eine Zerlegung von 17 erforderlich. 
Die Röhrenflache ^u setzt sich aus Kugelstücken und Röhrenflächen im engem 
Sinne zusammen. Die letzteren können durch einen Querschnitt Q erzeugt 
werden, der sich an den stetig gebogenen Theilen von / entlang fortbewegt. 
Zu den ersteren gehören die balbkugelförmigen Verschlussstacke Aber den 
Enden von / und, wie aus der Erzeugung der Flfiche durch Fortbewegung 
einer Kugel hervorgeht, in jeder Ecke m von / zwei Kugelsectoren , welche 
die angrenzenden Röhrenstücke in Verbindung setzen, und von denen der 
eine innerhalb, der andere ausserhalb beider Stücke liegt. 

Dehnt man nun in r^ zuerst die Integration über alle Elemente BS' 
aus, welche von Q überstrichen werden, so werden in jeder Ecke m die in 
den einen Kugelsector fallenden Elemente zweimal aufgenommen, dagegen 
die im andern und in den Verschlnssstücken liegenden weggelassen. Ist tj' 
das Resultat dieser Integration, so muss man also, um rj zu erhalten, zu r/ 

-^j^ addiren, und für 

jede Ecke ein solches Integral subtrabiren; in diesen Integralen ist R die 
Entfernung von cS*' bis zum fraglichen Punkte von l, während SS" das 
Element des ins jedesmalige Kugelstück fallenden Theils von S' ist. Jedes dieser 

Integrale ist also kleiner als cj -gr^r 9 ^^^ ^^ ^^ mehr kleiner als dasselbe 
Integral, wenn es über alle in die volle Kugel fallenden Elemente dS" er- 
streckt wird. Da für das letztere die in der ersten Note gestellten Bedin- 
gungen erfüllt sind, so verschwindet es selbst, und um so mehr jedes zu t]' 
hinzuzufügende Integral mit c zugleich. Dasselbe gilt von der Summe dieser 
Integrale, da ihre Anzahl nicht unendlich gross ist. Folglich verschwindet 
auch 77— V zugleich mit c. 

Die Untersuchung kann hiernach auf den Fall beschränkt werden, wo 
/ stetig gebogen., und S' durch die Röhrenfläche ^u vom Halbmesser c und 
ihre Querschnitte in den Enden von / begrenzt ist. Wir setzen demnach vor- 
aus, dass der Krümmungshalbmesser P von / nirgendwo kleiner als eine ge- 
gebene Strecke y wird, und wählen c<iy; dann wird für jeden Winkel d 

1 ö" " positiv und kleiner als 2, wovon später Gebrauch gemacht wird. 

Dies festgestellt, betrachten wir der leichteren Darstellung wegen die 
Halbmesser R, die zu / parallelen Krümmungslinien l^ der Röhrenfläcben und 
ihre, in die Querschnitte fallenden Krümmungslinien /j als drei Schaaren von 
Lichtstrahlen. Dann wirft BS* in jeder dieser drei Beleuchtungen einen Schatten, 
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in der ersten auf die Röhrenflfiche JS vom Halbmesser R, in der zweiten auf 
den Querschnitt Q und in der dritten auf denjenigen Theil E der Krflmmungs- 
^ ebene von I, welcher die rflckwärts gebende Verifingerung von P enthält. 
Nennt man die Flficheninhalte dieser Schatten, wie sie anfgezihlt wurden, 
Ö-T, dQ, ÖE, so ist 

da die drei Schatten von dS' wie zu einander senkrechte Projectionen von 
BS' oder wie Vergrösserongen solcher angesehen werden können. 

Bedeutet d^u den Flficheninhalt des Schattens, den dS auf die fiusserste 



Röhrenwand ^o wirft, und h das Vergrösserungsverhfiltniss, so wird 82!= 



es wird demnach auch 

dE 



rds' ras, /dp r 



wenn rechts der jedesmalige Werth von R durch die Lage des scbattenwer- 
fenden Elementes dS* bestimmt wird, und die Integrationen sich über alle 
beschatteten Theile von JSj), Q und E erstrecken, und zwar Ober jedes Ele- 
ment so oft, als es Elemente dS giebt, deren Schatten es aufnimmt. 

Nennt man d/i, dli die Elemente der beiden Krflmmungslinien /i, ^^ 
die vom Punkte f der Fläche 2 ausgehen, und den Winkel zwischen dem 
nach p fahrenden Halbmesser R und dem Krümmungshalbmesser P im Fuss- 

punkte von R auf /, so ist ö/i = Äöö, 0^2 = (l ^w—)^h wenn öt und 

dl von denselben Querschnitten begrenzt werden. Die Elemente von JS, Q 
und E werden hiernach folgende: 

dQ=^dh8R-=-RdR8e, 

eE = dRdk für O^n, also = (l+^)ö/öÄ. 



Folglich ist 



öX «I i./^ Äcosö 



= Ä'-*(i- ^^^)dide < 2c'-*a/öö, 



Aß* " V P 



=0+^) 



fl* V ' p/ «* ^ Ä* 
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Bildet man jetzt für jedes Element 6S' die verstärkte Ungleichheit 



und beachtet bei der Addition, dass auf jedes beschattete Element d^o? clQ, 
8E nicht mehr als n Schatten fallen können, so wird umsomehr 



wo die Integrationen aber jedes beschattete Element d^o^ dQ, 8E nur einmal 
zu erstrecken sind. Diese Ungleichheit wird mindestens nicht geschwächt, wenn 
statt dessen die Integrationen über alle Elemente ausgedehnt werden, also ist 



rj < „[47i/.c^-+-^ e^-*+-^/et-]. 



Solange daher — , y und die positive Zahl 1— Ar von Null verschieden sind, 

kann man die positive Grösse tj durch Verkleinerung von c unter jede Grenze 
hinabdrflcken, w. z. b. w. 

Zürich, 15. Juni 1865. 



Berichtigung. 

S. 331 Z. 1 V. 11. und S. 332 Z. 13 v. o. in Formel (0'.) lies ^ statt -^ 

oX dx 

S. 348 Z. 11 u. 12 V. a. lies s, a^, e^ statt t^, a', e^. 
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Note sur les singularit^s sup^rieures 

des courbes planes. 

(Par M. A. Cm/ley k Cambridge.) 



xJans an memoire „On Ijie higber singularities of plane Carves** 
destine pour le Qnarterly Mathematicäl Journal j*ai cherchi a etabUr qu^une 
singularitö quelconque equivaut a an certain nombre ^ de points doubles, x^ 
de points de rebroussement, t' de tangentes doubles et i' d'inflexions; et pour 
d^terminer ces nombres, j^ai donne dans le cas d^une singularit^ simple, oü 
la courbe n'a qu'une seule branche, des formales qae je vais räprodaire ici. Si 
la brauche est par rapport a ses points de Tindice a, ayant avec elle-möme 
le nombre ^M de points communs, et par rapport a ses tangentes de Tindice 
ß^ ayant avec eile- memo le nombre ^N de tangentes commanes, on troave 

x' = a-1, 

t' = i[A-3(/3-l)], 

Pour expliqaer ces formales, je remarqae qoe la singularite dont il s'agit est 
teile que, prenant poar origine le point sar la coarbo, on obtient poar Tordonnee 
H um $eute suUe de la forme 

oä la saite est arrangee saivant les paissances ascendantes de x et les coef- 
ficients A^ B, ... ont chacnn une valenr aniqae. Si Taxe des y ne touche 
pas la coarbe, aacan des exposants p, 9^ . . . ne sera inferieur a lanit^, et si 
de plas Taxe des x toache la coarbe, ce qae Ton poat toajoars effectoer par 
an choix convenable de la direction des axes, les exposants p, q, ... seront 
toas sapöriears ä Tanit^. Cela pos6, et les exposants fractionnaires etant ex- 
primes chacnn dans ses moindres termes, si a est le plns petit nombre entier 
divisible par toas les denominatears des fractions (de manicfre qae y soft 

fonction entiere de d? "* ) ^ je dis qae la branche est de Tindice a par rapport 
a ses points. On a donc poar y precis^ment le nombre a de valears, qni 

s'obliennent *en attribaant vl x"^ ses valears diverses. A chacane de ses valearß 

^^. 69. 48 
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eorrespond une Branche partielle^ de la conrbe, de maniere que la branche 
i Tindice a est compos^ de a branches partielles; ponr a:=l la brauche par- 
tielle n'est autre chose qoe la brauche niAme. En considerant deux branches 
partielles, et en designant par p le plus petit exposant de x qui se trouve dans 
la suite par laquelle est exprimee ladifference pt—yz^des ordonnees des deux 
branches partielles (ce nombre p pouvant ötre entier ou fractionnaire), je pose 
comme döfinition que les deux branches partielles ont un nombre p de points 
commnns ou d^intersection. En combinant deux a deux les a branches par- 
tielles qui composent la branche de Tindice a^ et en formant la somme J^p 
des nombres p qui correspondent k chaque paire de branches partielles, on 
obüent le nombre {M des points communs de la branche avec elle-möme. 
En se servant des coordonnies tangenUelles, on a par rapport aux tangentes 
de la branche une theorie tout k fail demblable; cette remarque suffit pour ex- 
pliquer les notions d'une branche de Tindice ft par rapport a ses tangentes, et 
du nombre \N des tangentes communes de la branche avec elle-möme. 
Comme exemple je prends la singularite donnöe par T^quation 

Dans ce cas les exposants n'ont que les denominateurs 2 et 3, la branche est 
de Tindice 6 par rapport a ses points, eile est composie de six branches 
partielles representies par les equaUons 

ou w est une racine cubique imaginaire de Tunite. La branche partielle yi 
coupe les aulres branches partielles dans un nombre 1^ t? |i 1) 1 de points, 
ce qui donne pour la branche partielle y^ le nombre V + l? = V ^^ points; 
on a ce möme nombre V P^^^ ^^ autres branches partielles y%^ y^^ y«, y^, y^ 
respectivement, et de la on trouve, pour le double du nombre des intersections 
de la branche avec elle-möme, la valeur if=47, donc ^==^(47— 15) =s 16, 
x' = 5. 

En coordonnees tangentielles la branche y = x^+x^+''* s'exprime par 
r^quation 

Plus giniralement, on a pour une branche y = ^a^+£a;<+*** Tequation en 
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coordonnees tangentielles Z = -4'J!C^"*+fi'-Y''~*+***, la forme generale des 

exposants etant _| ^ oii l, fi^ . , . sont des enliers posHifs, resultat 

que je ne m'arröte pas a demontrer. Dans le cas particulier qui nous occupe, 
la branche est donc de Tindice 2 par rapport a ses tangentes. On trouve de 
suite iV=15 et de la t' = ^(15-3) = 6, i' = l; donc la singularite donl il 
s'agit equivanl a un nombre 16 de points doubles, 5 de points de rebrousse- 
ment, 6 de tangentes doubles, et 1 inflexion. 

On a nn exemple plus simple dans le point de rebroussement de se- 

conde espece; requation est ici y ==^x^+x^.., et en coordonnees tangentieiles 

on obtient r^ualion Z^X^ + X^. . . de la m£me forme. De la on trouve 
^' = 1, x' = l, t' = 1, *' = 1, de maniere que cette singularite equivaut a 
1 point double, l point de rebroussement, 1 tangente double et 1 inflexion. 
M. Plilcker dans son grand ouvrage a trouve a posteriori que cette singularite 
se compose de 2^ points doubles et de 2\ tangentes doublea, ce qui denne en 
effet les mdmes röductions pour la classe et les mömes nombres pour les in- 
flexions et les tangentes doubles, que donnent mes valeurs S'=l^ x'ssl, 
T'=rl^ <' = !; mais il y a a remarquer qu'en considerant par exemple une 
courbe du quatrieme ordre avec un point double et nn point de rebroussement 
de seconde espece (courbe qui existe), on aurait J+x=3|-, nombre plus 
grand que le maximum du nombre des points doubles et de rebroussement que 
peut avoir une courbe du quatrieme ordre. 

Je n'ai parle que des singularites simples, oü il y a une seule branche 
de la courbe, mais on etend sans peine la theorie precedente aux singularites 
composees, oü il y a plusieurs branches de la courbe. Cette extension exfge 
la distinction de trois cas differents. II peut y avoir sur la courbe un point 
avec une seule tangente, mais avec plusieurs branches qui se touchent, — 
ou un point avec plusieurs tangentes dont chacune touche une ou plusieurs 
branches, — ou enfin une tangente avec plusieurs points de contact, dans les- 
quels la tangente touche une seule ou plusieurs branches de la courbe. 

Cambridge, 1. Juin 1865. 
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lieber die Anzahl der willkürliehen Constanten in 

algebraischen Functionen. 

(Von Herrn O. Roch in Halle.) 



Xst s eine durch die Gleichung F{$, s) r=r definirte algebraische 
Function von j5^ so kann nach Riemann (s. dessen Abhandlung Aber ^6^sche 
Functionen, Band 54. dieses Journals) jede wie $ verzweigte algebraische 
Function s' von ^5 rational durch $ und z ausgedrückt werden. Wird die Fun- 
ction s' in m Punkten der Fläche T, welche die Verzweigungsart angiebt, 
unendlich erster Ordnung, so enthtlt dieselbe nach $. 5. der erwähnten Ab- 
handlung m—p+i willkflrliche Constanten. Schon die a. a. 0. untersuchte 
Bedingung der Existenz von Functionen, die in weniger als p+i Punkten 
unendlich werden, zeigt, dass die Anzahl der wirklich vorhandenen Constanten 
eine grössere sein kann. Dies kann aber auch Statt finden, wenn m grösser 
als p isl. Ist z. B. s' der Quotient zweier Functionen ip, so wird s' in den 
2p --2 Punkten unendlich, in denen der Nenner gleich Null ist (s. §. 10. der 
cilirten Abhandlung), und enthält so viele willkürliche Constanten, als die den 
Zähler bildende Function, nämlich p, während die Zahl m—p+i im vor- 
liegenden Falle gleich p—i ist. Sind dagegen 91, 92? V^d ^2 solche Fun- 
ctionen g>, welche in p—i Punkten unendlich klein zweiler Ordnung werden, 
deren Quadratwurzeln Riemann Abelsche Functionen nennt, so giebt es eine 

gewisse Anzahl von Ausdrücken i/-^^^>, welche rationale Functionen von 8 

und ft sind ; diese enthalten in der That p —1 Constanten in linearer Weise, 
ein Satz, der von Riemann herrührt und für welchen ein Beweis in der fol- 
genden genauen Bestimmung der Constanten -Anzahl mit enthalten ist. 

Der allgemeinste Ausdruck eines Integrals zweiter Gattung, welches 
in m Punkten $ unendlich erster Ordnung wird, ist 

e = /?,fiH Vßmtm'\'^iWi^ h«p«>p+const. 

(Vergl. §. 5. der Riemannsc\kea Abhandlung.) Hierbei sind unter /| . . . <^ 
specielle Integrale zweiter Gattung zu verstehen, welche beziehlich in den 

Punkten ^1 , . . ^« unendlich werden wie , wenn Oi, eine Grösse be- 
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deutet, die in f^ unendlich klein erster Ordnung genannt wird. Damit t in 
eine algebraische Function $' flbergehe. müssen sämmtliche Periodicitfilsmoduln 
von f> verschwinden. Hieraus ergeben sich 2p lineare Bedingungsgleichungen 
zwischen den m-Hp Constanten ß und a^ so dass m—p+i wiilkflriiche Con- 
stanten bleiben. Nur, wenn diese 2p Gleichungen von einander abhängig sind, 
enthält s' mehr als m-^p+l Constanten. 

Um diese Abhängigkeit zu untersuchen, nehmen wir für die endlich 
bleibenden Integrale ir, ... tDp die speciellen 



BF 



welche Riemarm als Argumente der ^-Function einfahrt. Das Integral u^, 
hat an dem Querschnitte (a^) den Periodicititsmodul ni, an den übrigen p—l 
Querschnitten {a] die Periodicilälsmoduln Null, und an dem Querschnitt (6,) 
den Periodicitatsmodul a^^^ . In der Nfihe der Punkte e gilt die Entwickelung 

Im Allgemeinen, d. h. wenn f i . . . f« weder im Unendlichen liegen noch Ver* 
zweigungspunkle sind, ist 



^(*) - 



<r/4 (**>**) 



Die Integrale zweiter Gattung Ix ... t^ können wir uns so gewählt denken, 
dass ihre Periodicitatsmoduln an den p Querschnitten (a) verschwinden Denn 
gesetzt, Ij, hatte au den Querschnitlen (oj), . . . (a^) die Periodicitatsmoduln 

T».M • • • '^k,p9 80 hat man nur /4 = /i-t — r(T^,«iH hT^pW.) einzuführen, 

damit i^ die angegebene Eigenschaft besitze. Dann reduciren sich die Be- 
dingungen dafür, dass die Periodicitfttsmoduln des Ausdruckes 

» = /^i<i+-+/5«.C+aii*,+ -+«^«^+consl. 
an den Querschnitten (a) verschwinden, auf die Gleichungen 

Die übrig bleibenden Constanten (i sind nur noch den p Bedingungsgleichungen 
für das Verschwinden der Periodicitatsmoduln an den Querschnitten (6) unter- 
worfen, welche im Folgenden entwickelt werden sollen. 

Das ganze Integral fu^dn durch die Begrenzung der Flache T (d. i. 
die durch die Querschnitte (a) und (6) einfach zusaromenhftngend gemachte 
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Flache T) erstreckt, ist gleich f{u^—H^)dty unter u^ und u^ die Werthe Toa 

*/ -|- ^ -f — 

tt^ auf den positiven uud auf den negativen Seiten der Querschnitte verstanden 
und letzteres Integral positiv nur durch die positiven Seiten aller Querschnitte 
erstreckt. Dies ergiebt als Betrag des Inlegmles, analog wie in §. 20 der 
Riemannsdien Abhandlung: 






U mm ^m^ ^ßf* 9 



WO A und B die PeriodicilAtsmoduln von e an den Querschnitten (a) und (fr) 
bezeichnen. ~ Andrerseits ist das Integral /v^rfe gleich der Summe der um 
die Punkte « herum erstreckten Integrale, wobei, wenn einer der Punkte ein 
(m— l)facher Verzweigungspunkt ist, die Curve, aber welche um diesen Punkt 
herum integrirl wird, n ganze Umlfiufe machen muss, um geschlossen zu sein. 
Auf diese Weise gelangt man zu der Gleichung 

(1.) niB,^ Z Aa^,, = ^2m JS ß,aji\ 

welche, da /i die Werthe 1, 2, . . . p annehmen kann, p Gleichungen reprae- 
sentirt und die Abhängigkeit der Periodicitfltsmoduln A und B von der Lage 
der Punkte e enthalt. 

Im Folgenden sei der Einfachheit woji^en vorausgesetzt, dass alle Punkte 
i im Endlichen liegen und nicht Verzweigungspunkte sind. Dann gebt die 
Gleichung (1.) Aber in 

(2.) mB^- Z A,a^, = -2m JS -^Jj^li^. 

dst 

Mit Hülfe dieser Formel verwandeln sich dte oben erwähnten p Gleichungen 
Bi = 0, ^2 = 0, ... £p = 0, da die Periodicititsmoduln A im vorliegenden 
Falle gleich Null sind, in 

j. />*»^(«*>»0 =0 fftr ,.= 1,2. ..p. 

-ST. 

Von diesen p Gleichungen wird immer und auch mir dann eine eine Folge der 
tlbrigen, wenn sich p Coefficienten Ci, . . . c, in y = Ci(pi{$^ z) + -"+Cpyp(*» *) 

so bestimmen lassen, dass ?i>^^ ** ^ gleich Null ist für ieden der m Werthe 

d$k 

von ky oder wenn die m Punkte e solche sind, in denen ausser den r zu- 
sammengefallenen sich aufhebenden Yerzweigungspankten eine Function <p ver- 
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schwinden kann. Ebenso können zwei oder mehrere von den p Gleichungen 
aus den übrigen folgen und man kann das allgemeine Resultat in folgender 
Weise aussprechen: 

Wird eine Function s' in m Punkten unendlich gross erster Ordnung 

und kdnnen in diesen m Punkten q Functionen ^\l, ^ verschwinden, »wischen 

'ST 
denen keine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten besteht, so enthält 

s' die Zahl m—p + l + q willkürlicher Constanten. 

Sei z. B. F(SyZ)::^0 die Gleichung einer Curve fünfter Ordnung. Dann 

ist im Aligemeinen, d. h wenn die Cnrve keinen Doppelpunkt besitzt, p = 6; 

die endlich bleibenden Integrale sind: 



r- 



— ÖF ^*> 



d$ 
niso jede ganze Function zweiten Grades ist eine Function (p. Die Function 



s = 



lyird in den 5 Punkten unendlich, in denen die Gerade aiS+biZ + Ci^O die 
gegebene Curve schneidet. In diesen 5 Punkten verschwinden 3 von ein- 
ander linear nnabhftngige Functionen % nümlich: aiS+bi^ + Ci^ (^i' + ^i^ + Ci)« 
nnd (ai«4 6ift+ei)ft. Daher enthalt s' die Anzahl 5-6+1 +3 ==.3 willkür- 
licher Constanten, in der That die a, b, c. 

Hat die gegebene Curve fünften Grades einen Doppelpunkt^ so ist p = b. 
Dann sind, wenn ^ = 0, h=^0 zwei durch den Doppelpunkt gehende Gerade 
bedeuten, nur (ai«+6|ft+<^i)9 ^^^ (ai^+6|A+^i)i Functionen cp, die in den 
5 Punkten Null sind, in denen s' unendlich ist und s' enthfllt wiederum 
5-5 + 1 + 2 =r3 Constanten. 

Liegen die Punkte s theilweise im Unendlichen, so muss man nach der 
Anzahl von Functionen 9 fragen, die von niedrigerem als dem höchst möglichen 
Grade sind und in den Punkten e verschvrinden, die im Endlichen liegen. 

Bei ganz allgemeiner Lage der Punkte s lüsst sich die Regel über die 
Anzahl der Constanten nur so fassen: Sind Ci...c^ zu bestimmende Constanten 
und sind die endlich bleibenden Integrale durch die Reihen (a) dargestellt, so 
enthalt eine algebraische Function, die in m Punkten unendlich erster Ordnung 
ist, m—p + i + q wilkürlicfae Constanten, wenn es q nicht linear von einander 
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abhängige Functionen 






giebt, welche in den Funkten € verschwinden. 

Ffir die Bestimmung der Functionen, die in einzelnen Punkten unendlich 
von höherer Ordnung werden, kann man entweder in dem Vorigen I^unkte s 
auf einander fallen lassen oder die Betrachtungen selbstständig anstellen durch 
Benutzung der Coefficienten höherer Potenzen von a in den Reihen (a). 

Die Gleichungen (1.) enthalten Resultate für die ganzen Integrale 
zweiter Gattung^ welche von Weierstrase ffir hyperelliptische Integrale schon 
früher gegeben worden sind. 

Halle, 1864. 
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